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Abstract 

Introduction: Operation of the efficient models for contaminant transport through different 

media is one of the most important topics among environmental researchers. In so many types 

of surface flow, operation of the classical ADE equation is not accurate because of the existence 
of the more extended residence time parameter. In the present study, it was tried to evaluate 

the pollution transport in the interconnected reservoirs by deriving a theoretical solution 

based on the TS model partial differential equations (PDE) as well as conducting an 
experimental model. Due to the creation of the long residence time parameter in the reservoirs 

in series system, and also because of the complexity of the previous solutions of the TS model 

(exhibition of the modified Bessel function), it was tried to present a simplified version of TS 

model which behaves like the original solution.   

Methodology: The study is followed in two different parts. Firstly, the analytical solution is 

derived by operation of the Laplace transform to the PDE equations of the TS model and by 
imposing sudden mass release as an initial condition. In the last step of the derivation, one 

term is neglected in comparison with another one to achieve a standard template of the inverse 

Laplace transform. The other step of the study is followed in the laboratory by the creation of 
an experimental apparatus. The rockfill dams in the laboratory flume have been produced 

using three different median diameters of the 1.1, 2.3, and 3.6 cm. The other experiment 

variables were the entrance discharges as 7, 9, 11, and 13.5 l/s and linear source concentration 
of the 100, 140, and 200 gr/l. The data acquisition apparatus was consisted of 8 EC sensors 

which have been positioned in different locations. Two of them have been installed inside the 

dam bodies, but the others were installed before and next to the dams. The experiments have 
been initiated by the mass release across the flume and upstream of the first dam. The data 

recording has been started with an interval of 2 seconds, and then the EC data has been 

transformed into the concentration using calibration equations. Finally, by the depiction of the 
concentration versus time, the experimental BC curves were extracted in different locations of 

the flowing system.    

Results and discussion: Extracted experimental BC curves in the first sensor location were 

somewhat  oscillating  but, by  the  downstream  motion, the  general  trend  of  them  become
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apparent, and any fluctuation was observed.  

Three parameters of the velocity, mass exchange, and the dispersion coefficients have been 
extracted based on the derived analytical solution. After that, by classification of them, it was 

tried to fix a favorable statistical distribution by presenting the mean, and standard deviation 

of them. The Pe number as relevant to the dispersion and convection activities has been 
depicted versus different model parameters, and the trend was interpreted. It was found that 

the increment of the Pe number increases both the convective and the dispersion time 

parameters. Also, the skewness coefficient has been decreased by the downstream motion. 
Other additional information like different orders of the central temporal moments and the 

mean velocities have been extracted and interpreted from the analysis of the BC curves. Using 

extracted parameters and the general framework of the derived solution, the theoretical BC 
curve at all eight positions created and compared with the experimental ones. To achieve a 

simpler parameter estimation procedure, four theoretical equations were extracted which by 

simultaneous numerical solution of them, four model parameters can be obtained. The mean 
values of the velocities, dispersion coefficients, and the logarithm of the mass transfer 

coefficients between the storage area and the main flow have been determined as 4 cm/s, 2.4 

cm2/s, and -10.5, respectively. Moreover, the corresponding of the experimental breakthrough 
curves with theoretical ones have been assessed and confirmed using statistical parameters of 

the RMSE and Nash-Sutcliff, having the values of 0.21 and 0.7, respectively.  

Conclusion: The applicability of the derived model was verified using a series of experimental 
data and the model parameters, and their variation has been extracted and analyzed. It was 

found that all parameters of the area ratio, velocity, dispersion coefficient, and mass exchange 

parameters are important in the recreation of the theoretical BCs. As it is presented by the 
previous investigators, the skewness coefficient has been reduced to the range of (1-1.2) by 

downstream motion. Finally, it can be said that the presented model is efficient and can be 

operated in transport modelling. The values of model parameters can be chosen in the range 

of presented magnitudes.  

Keywords: Reservoirs in series, advection and dispersion of the pollution, storage model, 

Laplace transform. 
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دیفرانسیل مدل   هایمعادلهدر این تحقیق سعی شد تا با استفاده از یک مدل آزمایشگاهی و توسعه یک مدل تحلیلی بر مبنای  چکیده:

  یاد شده سری پرداخته شود. مدل تحلیلی    هایمخزنهای انتقال و پراکندگی آلودگی در  موقت، به بررسی کارائی این مدل در فرآیند  ذخیره

های آزمایشگاهی برداشت شده در دو مخزن سری  دیفرانسیل حل شد و با استفاده از داده هایمعادلهبا استفاده از تبدیل لاپلاس بر روی 

آزمایشگاهی با استفاده از سه    انال ک. سدهای ایجاد شده در  شدهای مدل انجام  هایروی کارائی و مقادیر فراسنجهای، ارزیابی کاملی  سنگدانه

 5/13و    11،  9،  7های آزمایشگاهی شامل چهار دبی به میزان  سایر پارامتر  .متر ایجاد شدسانتی  6/3و    3/2،  1/1  هایقطربندی مختلف با  دانه

بوری، ضریب انتشار طولی و لگاریتم  سرعت ع  میانگینگرم بر لیتر بودند.    200و    140،  100لیتر بر ثانیه و سه غلظت اولیه تزریقی به میزان  

ها با توجه به مدل تحلیلی حاضر به ترتیب برابر با   ای و بدنه اصلی جریان در جریان عبوری از سدضریب تبادل جرم مابین منطقه ذخیره

cm/s 4،s/2cm 4/2  ،5/10-  جذر    هایفراسنجهاز حل تحلیلی انجام شده با استفاده از    ناشیزمان  -های غلظتآمد. تطابق منحنیدست  به

قابلیت   گویایاستخراج شد که  7/0و  21/0بر با ها به ترتیب برامقادیر آن  و شدساتکلیف ارزیابی -میانگین مربعات خطا و شاخص نش

 . استهای انتقال و پراکندگی  مطلوب مدل توسعه پیدا کرده برای فرآیند
 

 .ای، تبدیل لاپلاسسری، انتقال و پراکندگی آلودگی، مدل ذخیره هایمخزن :واژگانکلید 

 

 مقدمه -1

های مختلف سازی و حرکت آلودگی در محیطمدل  چگونگی

محققین بوده برانگیز مابین  های بحث  تدا یکی از چالشاز اب

های تحلیلی و است. به همین دلیل انواع مختلفی از مدل

قان مختلف ارائه شده است. بسیاری  غیرتحلیلی توسط محق

قال آلودگی ا دانش ما را نسبت به فرآیند انتهاز این مدل

تاکنون به یک روش محققان مختلف اند ولی افزایش داده

 بیشتر. اندهدست پیدا نکرد زمینهواحد و متقنی در این 

 هایفراسنجههای تحلیلی ارائه شده به طور شدیدی به  مدل

های جانبی برای لذا داشتن روش ،مدل وابسته هستند

ترین ها از مهمخود آن مدل در کنار هایفراسنجهمحاسبه 

به عنوان دو مدل پرکاربرد و قابل باشند. می هاموضوع

-معادله کلاسیک انتقالتوان به اطمینان در این زمینه می

در اشاره نمود.  (TS) ایو مدل ذخیره( ADE)انتشار 

قسمتی از  ،هامخزنها و  خانهها اعم از رودبسیاری از محیط

و باعث   کرده  موقت عمل  بدنه جریان به عنوان منطقه ذخیره

و به  شوندمیها اندازی موقتی آلودگی در این قسمتتله

ای به تبادل جرم های ذخیرهارائه مدل مبنایهمین دلیل 

شود مابین این منطقه و بدنه اصلی جریان مربوط می
(Valett et al., 1996; Winter et al., 1998; Harvey 

et al., 2003) . در  اند کهبارها اشاره کردهمحققان پیشین

با قابلیت تبادل به هم پیوسته  دو منطقه متفاوت    هامدل  این

 Thackston and)دارند وجود ها جرم مابین آن

Schnelle, 1970; Bencala and Walters, 1983; 

Harvey and Bencala, 1993; Wondzell, 2006.)  

تری شده دارای سرعت بسیار پائین  ای یادهای ذخیرهمنطقه

امر باعث  ایندر مقایسه با بدنه اصلی جریان هستند که 
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ها شده و در صورت رخداد افزایش زماند ماند آلودگی در آن

ل او محیط، احتمال زو آلایندهمیائی مابین های شیفرآیند

 ;Valett, et al., 1996)جرم نیز وجود دارد 

Chabokpour, 2018). بعضی  ،ایهای رودخانهدر محیط

هائی که پذیر و خمنفوذ بستراعم از  ،های جریاناز بخش

توانند می ،نمایندراکد و ماندابی را ایجاد می هایمنطقه

در  قابل ذکر است که، .باشند داشتههمچین حالتی را 

توان به صورت مستقیم اقدام به بسیاری از مواقع نمی

توان ولی می  کرد،محاسبه مساحت منطقه ماندابی و یا راکد  

با اعمال  و های رخنه استخراج شدهبا استفاده از منحنی

اقدام به محاسبه نسبت  ،هاروش کمترین مربعات روی آن

 Ruddy and) کردها )مابین صفر و یک( مساحت

Britton, 1989; Runkel, 1998; Fernald et al., 

2001; Laenen and Bencala, 2001; Lautz and 

Siegel, 2007; Chabokpour, 2017 .) محققان پیشین

اند که با افزایش میزان به این موضوع اشاره داشته  اغلب

نامنظمی هندسی در محیط عبوری جریان، زمان ماند 

منحنی آلودگی در محیط افزایش خواهد یافت و در نتیجه 

-تری در بازوی پائینرخنه خروجی دارای شیب بسیار ملایم

 ;Harvey and Bencala, 1993)رونده خود خواهد بود 

Kasahara and Wondzell 2003; Lautz et al., 

2006; Wondzell, 2006; Gooseff et al., 2007) .  در

که تحقیقات  کردتوان به این موضوع اشاره حالت کلی می

انجام شده در زمینه بررسی انتقال آلودگی در دو گروه کلی 

های فیزیکی محیط هایفراسنجهبر های مبتنی روش

 Botter et al., 2010; Cvetkovic et)عبوری جریان 

al., 2012 کاویدادهمبتنی بر  هایو همچنین روش 

(Young and Wallis, 1993; Young, 1998; Ratto 

et al., 2007; McClain et al., 2003; Chabokpour, 

تحقیقات اخیر انجام اند. با نگاهی به  بندی شدهطبقه(  2019

توان به روشنی دریافت که هنوز شده در این زمینه می

این  هایفراسنجهه در زمینه محاسبهای کافی سازیساده

مدل وجود ندارد و مسائلی اعم از نبودن سری واحد از  

نماید. خودنمائی میهنوز رخنه ها برای یک منحنی جواب

به همین علت در بسیاری از مواقع ارائه یک تفسیر واحد در 

 Beven)باشد  می  دشواراستخراج شده    هایفراسنجه  زمینه

and Binley, 1992; Wagener et al., 2002; 

Schmid, 2003; Camacho and Gonzalez-Pinzon, 

های از محققان نیز به بررسی بعضی از روش  شماری  (.2008

ها در مجاری روباز اعم از انتقال و انتشار آلایندهنوین در 

که این روش   کردندگیری  پردازش تصویر پرداختند و نتیجه

تواند به عنوان یک روش مقرون به صرفه، با دقت بالا و می

گیری مستقیم کمک شایانی به بررسی بدون نیاز به نمونه

باشد  در مجاری روباز هاآلایندهفرآیند انتقال و انتشار 

(Hamidifar et al., 2016; Farzadkhoum et al., 

2016) . 

توان با یک نگاه کلی به تحقیقات پیشین انجام شده می

های زیاد این مدل که با وجود قابلیت کردگیری نتیجه

ای تحلیلی که مبتنی بر تبادل جرم مابین دو منطقه ذخیره

تحقیق به منظور باشد، هنوز جای و بدنه اصلی جریان می

مدل وجود دارد. همچنین این   هایفراسنجهتر تفسیر دقیق

و حل تحلیلی ارائه شده   حل شدهبه روش عددی    اغلبمدل  

برای آن به دلیل استفاده از تابع بسل اصلاح شده دارای 

باشد. لذا در این تحقیق سعی برآن شد تا های میپیچیدگی

 هایمعادلهند حل سازی در فرآیبا استفاده از یک ساده

برای آن  تریسادهاکم بر مدل، حل تحلیلی حدیفرانسیل 

های آزمایشگاهی برداشت و با استفاده از داده  شوداستخراج  

 .  شدشده در فرآیند تحقیق، اقدام به بررسی کارائی آن 

 

 ها مواد و روش -2
 هایمعدلهروی حل تحلیلی انجام شده بر    - 2-1

 تبدیل لاپلاس:  مبنایذخیره موقت بر  

 Thackston and)توان گفت محققانی همچون می

Schnelle, 1970  Nordin and Troutman ,1980; ;  

Seo and Cheong, 2001; Tong and Deng, 2015 )  

-تر از معادله کلاسیک انتقالپیشرفته  اقدام به ارائه یک مدل

. مدل ارائه شده توسط این کردند (ADEانتشار کلاسیک )

( شناخته شده و پس TSنام مدل ذخیره موقت )  بامحققان  

از کارهای اساسی که این محققان روی این مدل انجام 

های بیشتر آن دادند، کارائی آن به اثبات رسید و مزیت

در حالت انتشار ثابت شد. -نسبت به مدل کلاسیک انتقال

ترکیب این  باست و ا فراسنجهین مدل دارای چهار کلی ا

رونده توان شیب ملایم در بازوی پائینمی هافراسنجه

ها را تفسیر قرار های رخنه مشاهداتی در رودخانهمنحنی

ای  ختلاط کامل آلودگی در منطقه ذخیره. با فرض اکرد

 هایمعادلهه عنوان ( ب2( و )1) هایمعادله ،رودخانه

 ارائه شده است.  دیفرانسیلی این مدل

𝜕𝐶

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝐶

𝜕𝑥
= 𝐷

𝜕2𝐶

𝜕𝑥2
− 𝛽𝑇−1(𝐶 − 𝐶𝑠) 

(1) 
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𝜕𝐶𝑠
𝜕𝑡
= 𝑇−1(𝐶 − 𝐶𝑠) 

(2) 

 𝑢غلظت در مجرای اصلی رودخانه،    𝐶  هامعادلهکه در این   

زمان ماند   𝑇ضریب انتشار طولی،    𝐷سرعت متوسط جریان،  

غلظت آلودگی در منطقه  𝐶𝑠ای، آلودگی در منطقه ذخیره

𝛽ای و ذخیره = 𝐴𝑠/𝐴 های منطقه نسبت مساحت

 شمارباشد. در ای جریان و مجرای اصلی جریان میذخیره

دیگری به صورت   فراسنجهمنتشر شده    هایمنبعدیگری از  

𝛼2    معرفی شده است که به صورت𝛼2 =
1

𝑇
× 𝛽   به سایر

 . شودمیمربوط  هاراسنجهف

𝑥با فرض حرکت آلودگی در راستای مثبت طولی ) > 0 )

( برای 4( و )3) هایرابطهشرایط اولیه و مرزی به صورت 

 باشد. ای قابل تعریف میمدل ذخیره

𝐶(𝑥, 0) = 𝐶0𝛿(𝑥) =
𝑀

𝐴
𝛿(𝑥), 𝐶𝑠(𝑥, 0)

= 0 

 

(3) 

𝜕𝐶(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
= 0 𝑎𝑡 𝑥 = 0, 𝐶(𝑥, 𝑡)

= 0 𝑎𝑡 𝑥 = ∞, 𝐶𝑠(𝑥, 𝑡)

= 0 𝑎𝑡 𝑥 = ∞   

(4) 

 𝛿(𝑥) عبارت است از جرم تزریقی آلاینده و 𝑀که در آن 

تابع دیراک یک تابع متداول  عبارت است از تابع دیراک.

ها به جریان بوده و مقدار آن تزریق آنی آلایندهبرای اعمال 

𝑥در  تنهاصفر بوده و ها ی نقطههمهدر  = مقدار آن  0

 باشد. بینهایت می

مرکزی و بسیاری از  هایتمایلبرای مشخص شدن 

های های فرآیند انتقال و انتشار از روی منحنیمشخصه

ها، خانهمختلف رود  هاینقطهزمان استخراج شده در  -غلظت

های زمانی و مکانی مرکزی نیاز به مشخص شدن گشتاور

 چگونگی ،ط مختلفها در نقااین گشتاور میزانباشد. می

پخشیدگی آلودگی   میزان  توزیع و میزان چولگی و همچنین

ام برای منحنی  nدهد. گشتاور زمانی مرتبه را نشان می

رخنه نسبت به ابتدای محور مختصات در یک موقعیت 

 ( قابل محاسبه است. 5مکانی خاص از رابطه تئوری )

 𝜇𝑛 = ∫ 𝑡𝑛𝐶(𝑡)𝑑𝑡
∞

0
 (5) 

( 6با رابطه ) برابرهمچنین گشتاور زمانی نرمال شده هم 

 قابل استخراج است. 

𝜇𝑛
∗ =

𝜇𝑛
𝜇0
 =
∫ 𝑡𝑛𝐶(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡
∞

0

∫ 𝐶(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡
∞

0

 (6) 

( نیز برای محاسبه گشتاور زمانی 10( تا )7) هایرابطه

باشند های نرمال شده قابل کاربرد میمرکزی از روی گشتاور

(Gonzalez-Pinz et al.,  2013).   

𝑚1 = 𝜇1
∗ (7) 

𝑚2 = 𝜇2
∗ − (𝜇1

∗)2 (8) 

𝑚3 = 𝜇3
∗ − 3𝜇1

∗𝜇2
∗ + 2(𝜇1

∗)3 (9) 

𝑚4 = 𝜇4
∗ − 4𝜇3

∗𝜇1
∗ + 6𝜇2

∗𝜇1
∗2 − 3𝜇1

∗4 (10) 

تحقیقات پیشین   بیشتردر  ،عنوان شد پیشترکه همانطوری

ای به صورت عددی حل دیفرانسیلی مدل ذخیره  هایدلهامع

با استفاده از تبدیل  در آغاز ،لذا در این پژوهششده است، 

شد دیفرانسیل پرداخته  هایدلهامع سازیخطیلاپلاس به 

. روش خطی شدیک حل تحلیلی برای آن استخراج    و سپس

در  کاملدیفرانسیل با جزئیات    هایمعادلهسازی و حل این  

پیوست این تحقیق آورده شده است. معادله تحلیلی نهائی 

 که( بوده 11)با رابطه  برابر دست آمده در این تحقیق هب

آن نیز قبلًا به تفصیل مورد معرفی قرار  هایفراسنجه

 اند. گرفته

(11)
2 2

( 1)( , ) [ ( )
2 44 4

]


−= − + −
M ux u x

C x t exp T t
D DA Dt Dt

 

( بر روی حل 10( تا )5) هایرابطههمچنین با اعمال 

( برای 15( تا )12)  هایرابطهتحلیلی جدید استخراج شده،  

مرکزی مرتبه اول تا چهارم که هرکدام زمانی های گشتاور

کنند های رخنه را بیان میهای خاصی از منحنیویژگی

 ( نیز برای ضریب چولگی آلودگی16محاسبه شده و رابطه )

(𝐶𝑆𝐾 ) های دوم و سوم به صورت رابطه  گشتاوراز روی
 𝑚3

( 𝑚2)
. شدمحاسبه   3/2
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 یهای آزمایشگاهداده- 2-2

 کانالدر یک  های مربوط به این تحقیقآزمایش

( متر به ترتیب برای طول، 12×2/1×1)آزمایشگاهی به ابعاد  

های . سد(2و  1 هایشکل) شد انجامعرض و ارتفاع 

توسط  2و  1 هایشکلای ایجاد شده مطابق با سنگریزه

( متر به ترتیب برای  5/0×2/1×1توری گابیونی به ابعاد )

بندی که به . از سه نوع دانهشدطول، عرض و ارتفاع مهار 

متر و سانتی 6/3و  3/2، 1/1 میانگینترتیب دارای قطر 

بودند برای تشکیل دو مخزن   %45و    %44،  %43های  تخلخل

های . تخلخل نمونهشدآزمایشگاهی استفاده  کانالسری در 

تکرار آزمایش تخلخل و  ربا 4استفاده شده با استفاده از 

به منظور محاسبه . دست آمده بودهبها میانگیری از آن

ای دانهتخلخل و به دلیل اینکه در هر بار ریزش مصالح سنگ

ای ، مصالح سنگدانهشودمیتخلخل متفاوتی در آن ایجاد 

لیتری ریخته شده و   5چهار بار به صورت تصادفی در ظرف  

گیری شده و با اندازه هامنفذحجم  ،آن کردنپس از اشباع 

بود.  شدهار تخلخل محاسبه دتقسیم بر حجم کل نمونه مق

به عنوان تخلخل آن نمونه در    تکراردر نهایت میانگین چهار  

کلرید سدیم به عنوان  ها ازدر این آزمایشنظر گرفته شد. 

. شدردیابی استفاده ناپذیر برای تزریق و آلودگی زوال

  8تهیه شده برای این منظور دارای برداری دادهدستگاه 

قبلاً توسط  آن هایحسگرکه  بودهدایت الکتریکی  حسگر

و مابین غلظت ماده  بود شده یواسنجاستاندارد  محلول

شده استخراج    واسنجی  هایرابطهردیاب و هدایت الکتریکی  

، 9/0 هایفاصلهدر  8تا  1به ترتیب از شماره  حسگرها. بود

متری از محل  71/6و  36/6، 6، 34/4، 3، 65/2، 15/2
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نصب شده  حسگرهای. دو عدد از نصب شده بودندتزریق 

ای و های سنگریزهداخل بدنه سد( در 7و  3های )شماره

مابقی در کف بستر نصب شده بودند. به منظور کاستن از 

که دستگاه تزریق کننده   شدانتشار عرضی و عمقی سعی  اثر  

به صورت عرضی و آنی محلول ردیاب را به جریان تزریق 

 یهابدون نیاز به طول بیشتری برای تکمیل فرآیندتا  کند

در راستای طولی حلیل نتایج عرضی و عمقی، بررسی و ت

سازد با تزریق آلاینده به خاطر نشان می. صورت پذیرد

و همچنین با  تکمیل شدهصورت عرضی اختلاط عرضی 

اختلاط عمقی  ،بالاارتفاع از تزریق آلودگی به صورت آنی و 

زمان برداشت شده در -های غلظت. منحنیشدنیز تکمیل 

به   حسگرهامختلف نیز مبین این واقعیت بودند.    حسگرهای

 5ها صورت عمودی در کف کانال قرار گرفته و طول آن

بود و به دلیل اینکه در لحظه تزریق، اختلاط  متر میسانتی

در  حسگرهادر راستای عمقی تکمیل شده بود، قرائت 

ها از در این آزمایشراستای عمقی تغییراتی را نشان نداد. 

لیتر بر ثانیه به  5/13و  11، 9، 7ودی به میزان دبی ور 4

 یهمهکه در  شدهای جریان ورودی استفاده عنوان متغیر

ها سعی بر این بوده است که جریان عبوری به صورت آن

 جریانهای تاخیری بوده و هیچگونه گذر از بنددرونکامل 

بر متغیر دبی، از سه  افزوند. ها صورت نگیرروگذر از آن

بر گرم  200و  140، 100ورودی نیز به میزان اولیه غلظت 

شایان شد.  استفادهاین تحقیق  هایواسنجهن به عنوالیتر 

 5الذکر همگی در حجم آب  های فوق که جرمیادآوری است  

لیتری به صورت محلول درآمده و به جریان آب تزریق 

و به ها ثابت بوده آزمایششیب کانال در طول اند.  گشته

با در  و در حالت کلیبود.  شدهصفر درصد تنظیم میزان 

 شد.آزمایش انجام  36 تحقیق، هایواسنجهنظر گرفتن 

ها به این صورت بود که پس از نصب روش انجام آزمایش

و تزریق آن به توزیع  و آمادگی محلول آماده شده  حسگرها

کننده عرضی نصب شده در بالادست مخرن اول، همزمان با 

کار دستگاه ثبت داده، تزریق عرضی نیز انجام شده و  آغاز

 8ای در ثانیه 2زمانی  هایفاصلهدقیقه و در  5در طول 

های هدایت الکتریکی شده اقدام به ثبت داده یادموقعیت 

استخراج    واسنجی  هایبطهرا. سپس با استفاده از  است  شده

دست هاز روی آنها بهای غلظت ها دادهشده برای سنسور

استخراج   ایمشاهدهزمان -های غلظتآمده و منحنی

با استخراج شده سپس با استفاده از حل تحلیلی و  شودمی

و  هافراسنجهاستفاده از تبدیل لاپلاس اقدام به تحلیل 

 . شدکارائی مدل بررسی 

ی بایستی طوری تنظیم شود که همهبرداری میدادهمان ز

ای و یا در داخل حسگرهای نصب شده در بدنه سد سنگریزه

های سری از غلظت پایه جریان به غلظت اوج رسیده مخزن

 و دوباره به غلظت پایه برگردد. این مهم توسط صفحه

 ای نرم افزار کاربری حسگرها کنترل شد. بدین صورتنگاره

 حسگرها  ز تزریق آلاینده، همزمان ثبت داده در همهکه باآغا

 

 
Fig. 1 schematic view of the laboratory flume for data acquisition   

ها مدل آزمایشگاهی برای برداشت داده  نمای کلی 1شکل   
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Fig. 2 General view from different parts of the experimental flume, (a) detention rockfill dams, (b) data recording system, (c) 

Lace basket for detention structures, (d) pollution injection device for transverse injection 

های توری  سبد (c)برداری،  قسمت داده (b)ای،  تاخیری سنگریزههای  سد  (a)  :های مختلف فلوم آزمایشگاهینمای کلی از قسمت 2شکل 

 دستگاه تزریق آلودگی به صورت عرضی (d)  ،ایجاد شده برای سازه سنگی و تاخیری

ای شروع شده و با حسگرها و با فواصل زمانی دو ثانیه

برگشت غلظت در آخرین حسگر به غلظت پایه جریان، پایان 

پذیرد با رعایت همچین شرایطی، تمامی حسگرها یک می 

نمایند و زمان و یا رخنه کامل را تجربه می-منحنی غلظت

برداری بیشتر از این، در عمل اطلاعات دیگری به سری داده

برداری کامل ک پایان دادهها اضافه نخواهد کرد. لذا ملاداده

ی حسگرها و زمان همه-های غلظتشدن منحنی

 .الخصوص آخرین حسگر لحاظ شده استعلی

 

 بحث نتایج و  -3

 یادهای زمان در موقعیت-های غلظتپس از استخراج داده

، با استفاده از کدنویسی در متلب و پیشینشده در بخش 

تا  شدهمچنین استفاده از تکنیک کمترین مربعات، سعی 

سرعت، ضریب انتشار طولی  فراسنجهمقادیر مربوط به سه 

ها به روش استخراج آن. شودو ضریب تبادل جرم استخراج 

های آزمایشگاهی به کد که با اعمال داده بوداین صورت 

در فرم عمومی   هافراسنجهین  ادادن  متلب و با مجهول قرار  

ها برای هر آزمایش آن  میزان  ،معادله تحلیلی استخراج شده

برازش کمترین مربعات سازی با استفاده از تکنیک بهینه

پس از محاسبات انجام شده  نخستین تلاش .شداستخراج 

بر این بود تا با توجه به مقادیر استخراج شده برای این 

ار آشک نیزتوزیع مقادیر استخراج شده  چگونگی، هاضریب

بندی منظم برای مقادیر . لذا با استفاده از کلاسشود

استخراج شده، احتمال نسبی برای هر محدوده و بهترین 

ها های توزیعها را به همراه پارامترتوزیع برازش شده روی آن

. نتایج نشان داد که مقادیر مربوط به سرعت شدمحاسبه 

و چولگی متر بر ثانیه بوده  سانتی(5/0-6در محدوده )جریان  

محاسبه شده برای . مقادیر  شودرو به چپ در آن مشاهده می

 4ها در حوالی سرعت نشان از تجمع داده فراسنجهاین 

برثانیه و با توزیع جرم برای مقادیر بیشتر از آن مترسانتی

انتشار طولی بر  مقادیر محاسبه شده برای ضریب باشند. می

است توزیع   شدهه در مورد سرعت جریان مشاهده  چخلاف آن

اند. در توزیع نرمال تری از خود نشان دادهبسیار منظم
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متر مربع بر سانتی  4/2استخراج شده مقدار میانگین برابر با  

متر مربع سانتی  8/0ثانیه و مقدار انحراف از میانگین برابر با  

به دلیل اینکه مقادیر استخراج ت. بر ثانیه برآورد شده اس

ای و شده برای ضریب تبادل جرمی مابین منطقه ذخیره

لذا از لگاریتم مقادیر مربوطه   ،باشندجریان اصلی کوچک می

 نیزتوزیع آن و بهترین برازش آن  چگونگیتا  شداستفاده 

مشخص شود. نتایج نشان داد که توزیع نرمال با میانگین 

و با چولگی سمت راست  3/2میانگین و انحراف از  -5/10

دست آمده است. در نهایت هب  فراسنجهلگاریتم این  برای این  

 میانگینانجام شده های کرد که در آزمایش عنوانتوان می

ضریب پراکندگی طولی  میانگین، مقدار cm/s 4سرعت 

s/2cm 4/2   ضریب تبادل جرمی   میانگینو لگاریتم مقدار

 هایبرآوردبه منظور  است. این مقادیر محاسبه شده    -5/10

و در صورت استفاده از مدل  همسانهای اولیه در کار

تحلیلی استخراج شده در این تحقیق می توانند استفاده 

های مختلف شکل در قسمت یاد شدهجزئیات موارد . شوند

است.  شدهبه تفصیل بررسی و اشاره  3

 

 
 (a) 

 
 (b) 

 
 (c) 

Fig. 3 (a) Extracted velocities from the analytical solution and fitted Weibull distribution, (b) Extracted dispersion 

coefficients and fitted normal distribution, (c) logarithm of mass exchange coefficients and fitted normal distribution   

مقادیر ضریب انتشار طولی استخراج  ( b)شده بر روی آن،    برازشو توزیع ویبول  مقادیر سرعت استخراج شده از حل تحلیلی    (a) 3شکل 

 شده روی آن   برازشمقادیر مربوط به لگاریتم ضریب تبادل جرمی و توزیع نرمال  ( c)شده بر روی آن،    برازششده و توزیع نرمال  
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سرعت، ضریب انتشار طولی و  فراسنجهدر حالت کلی سه 

های فراسنجهای ضریب تبادل جرمی مابین منطقه ذخیره

 4در شکل باشند. مهم و مورد تحلیل در این پژوهش می

 سازی کمترین مربعات، سرعتاز روش بهینهابتدا با استفاده  

. در شداستخراج  ،جریان مطابق با حل تحلیلی انجام شده

کارگذاری  هایفاصلهکنار آن با استفاده از زمان انتقال و 

دوم نیز محاسبه وش راز طریق  میانگینها سرعت حسگر

محاسبه سرعت   .شد، ترسیم  4و نتایج در نمودار شماره    شد

با استفاده از روش دوم به این صورت بود که با معلوم بودن 

های و با محاسبه زمان اوج منحنی حسگرهابین  هایفاصله

سرعت   تقسیم این دو پارامتر به همدیگر  و  ایمشاهدهرخنه  

نتایج نشان دهنده این است که با . شدمتوسط محاسبه 

افزایش فاصله از محل تزریق آلودگی، سرعت جریان افزایش 

دهنده این است ها نیز نشانپروفیل طولی آزمایشمی یابد. 

که در بالادست سازه گابیونی اول بیشترین عمق، مابین دو 

ونی دوم سازه عمق کمتر و در نهایت در خروجی سازه گابی

شود تا سرعت کمترین عمق وجود دارد. این موارد باعث می

که  کنددست کاهش پیدا جریان با حرکت به سمت پائین

های استخراج شده برای آن نیز موید همین نکته است. داده

های محاسبه شده از هر دو روش و همچنین سرعت

درجه  45خوبی با همدیگر داشته و حول خط  همخوانی

که این امر کارائی هر دو روش در محاسبه . اندردهکتمرکز 

  رساند. را به اثبات می فراسنجهاین 

 

 
 (a) 

 
 (b) 

Fig. 4 (a) Distance versus computed velocities using LSCF method, (b) Calculated velocities using moment method versus 

computed ones from LSCF method  

استخراج    هایسرعت  میزان (b)روش کمترین مربعات در حل تحلیلی تحقیق اخیر،    بههای جریان استخراج شده  سرعت  میزان (a) 4شکل 

 های زمانی گشتاور  هایرابطه  باشده  
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طول در شکل    فراسنجهتاثیر  برای مشخص شدن    5در شکل  

های مختلف جریان های رخنه آلودگی در قسمتمنحنی

های مرکزی اقدام به محاسبه ضریب چولگی از روی گشتاور

. نتایج امر مبین این نکته می باشد که شدمرتبه دوم و سوم  

های ابتدائی پس از تزریق آلودگی، چولگی هایفاصلهدر 

رفته مقدار این ضریب کاهش بزرگتری وجود داشته و رفته

های تزریق شود. برای آلودگیپیدا کرده و به یک نزدیک می

مقدار این مسافت    از  ها، پس از طی مقداریشده در رودخانه

یابد و شکل منحنی رخنه به حالت متقارن  ضریب کاهش می

در قسمت دوم این منحنی، عدد پکلت شود. می ترنزدیک

است.   شدهنیز که مبین قدرت انتقال به انتشار است محاسبه  

𝑃𝑒رابطه عدد پکلت به صورت  =
𝑥𝑢

𝐷
بوده و یکی از  

به شمار ها در مباحث انتقال آلاینده هاواسنجهمهمترین 

ضریب انتشار طولی،  واسنجه سهاز روی  عدد. این آیدمی

نتایج محاسبه شده و  ،حسگرسرعت و موقعیت مکانی 

دهنده افزایش عدد پکلت در راستای طولی محاسباتی نشان

می باشد. که در عمل نشان می دهد که قدرت افزایشی 

 هایفراسنجهضریب انتشار طولی کمتر از قدرت افزایشی 

که  توان گفتطول در سرعت می باشد. در حالت کلی می

دست، از چولگی آن کاسته با حرکت آلودگی به سمت پائین

زمان حالت متقارن به خود گرفته -غلظت منحنیشده و 

 است. 

که در اینجا  سامانهقدرت انتقال و انتشار آلاینده در یک 

 افزونباشند  منظور از آن دو مخزن سری به هم پیوسته می

گردد تا از طریق بر محاسبه از طریق ضرایب انتشار سعی می

انتشار و زمان انتقال به  فراسنجه های ماند به عنوان زمان

. در شودعنوان شاخص سرعت عمومی جریان، نیز بررسی 

نیز محاسبه   فراسنجهتا مقادیر این دو    شداین تحقیق سعی  

 عدد پکلت ترسیم فراسنجهدر مقابل  6و در شکل  شده

. روش محاسبه زمان انتقال ساده بوده و از تقسیم اندشده

زمان  فراسنجهآید ولی دست میهطول به سرعت متوسط ب

𝑇ماند از روی رابطه  =
1

 𝛼2
× 𝛽  شودمیمحاسبه. 

مبین 𝛼2 در این رابطه  مطرح شد، پیشترهمانطوریکه 

 ای و بدنه اصلی جریانتبادل جرمی مابین منطقه ذخیره

  ای نیز نشان دهنده درصد مساحت منطقه ذخیره 𝛽بوده و 

زمان ماند یکی از  فراسنجهبه بدنه اصلی جریان است. 

دهنده های انتشار نیز بوده و افزایش مقدار آن نشانشاخصه

به  فراسنجههای انتشاری است. این تر شدن فرآیندمسلط

و با مجزا  شدههای سلولی نیز استفاده صورت ویژه در مدل

های انتقال و انتشار در یک سلول مجزا، کردن فرآیند

.  کردتوان جابجائی و پخشیدگی منحنی رخنه را تنظیم می

، همسان واسنجهاین است که هر دو    گویای  هامشاهدهنتایج  

. اندبا عدد پکلت در مخازن، روند افزایشی از خود نشان داده

 به طور مستقیمتوان  زمان ماند را می  واسنجهقدار  افزایش م

 هایرابطهبه افزایش ضریب پراکندگی طولی نسبت داد. 

رگرسیونی خطی استخراج شده مابین عدد پکلت و 

نمودار  bو  aهای ماند و انتقال نیز در قسمت های زمان

 است.   درج شده 6شماره 

 

 
(a) 

 
(b) 

Fig. 5 (a) Pe number versus distance, (b) Coefficient of 

skewness versus distance  

  فراسنجهمقادیر مربوط به ضریب چولگی در مقابل   (a) 5شکل 

 طول   فراسنجهمقادیر مربوط به عدد پکلت در مقابل   (b)طول،  
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(a) 

 
(b) 

Fig. 6 (a) Pe number versus residence time, (b) Pe 

number versus convective time  

مقادیر مربوط به زمان انتقال در مقابل عدد پکلت،   (a) 6شکل 

(b)  مقادیر مربوط زمان ماند در مقابل عدد پکلت 
 

محاسبه و کنترل یکی از ابزارهای شاخص به منظور 

انتقال، گشتاورهای مکانی و زمانی است و به  هایفراسنجه

به صورت  به طور عمدههای برداشت شده دلیل اینکه داده

های باشند، لذا بیشتر استفاده از گشتاورزمان می-غلظت

مطابق با حل تحلیلی انجام شده در باشد. زمانی متداول می

های زمانی مرکزی تحلیلی گشتاور هایرابطهاین پژوهش، 

مرتبه اول تا چهارم به انضمام ضریب چولگی مطابق با 

شده است. حل همزمان   استخراج و ارائه  16تا    12  هایرابطه

های مقادیر استخراج شده از دادهاین روابط به وسیله 

حل  هایفراسنجهتواند منجر به استخراج می آزمایشگاهی

محاسبه شده از طریق مقادیر  7. در شکل شودتحلیلی 

از زمان در دو مخزن سری آزمایشگاهی -های غلظتداده

 هایرابطهاند و در مقابل همدیگر ترسیم شده 4تا  1مرتبه 

ها نمایش داده شده ها نیز بر روی آنرگرسیونی مابین آن

های نرمال شده است که واحد گشتاور  شایان یادآوریاست.  

ام است. nبه توان  ها  منحنیبرابر با واحد زمانی  ام  nاز مرتبه  

پس های مرتبه سوم و جهارم و بهترین رابطه مابین گشتاور

 های دوم و سوم مشاهده شده است. مابین گشتاور از آن

 
 (a) 

 
 (b) 

 
 (c)  

 (d) 
Fig. 7 (a) Normalized 1st and 2nd moments versus each other, (b) Normalized 1st and 3rd moments versus each other, (c) 

Normalized 2nd and 3rd moments versus each other, (d) 3rd and 4th moments versus each other  

مقادیر مربوط به گشتاور نرمال   (b)،  گشتاور نرمال شده مرتبه دوممقادیر مربوط به گشتاور نرمال شده مرتبه اول در مقابل   (a) 7شکل 

مقادیر مربوط به گشتاور نرمال شده مرتبه دوم در مقابل گشتاور نرمال شده   (c)شده مرتبه اول در مقابل گشتاور نرمال شده مرتبه سوم،  

 یر مربوط به گشتاور نرمال شده مرتبه سوم در مقابل گشتاور نرمال شده مرتبه چهارم مقاد (d)  ،مرتبه سوم 
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گشتاور مرتبه سوم شاخصی از چولگی منحنی رخنه و 

گشتاور مرتبه چهارم شاخصی از نقطه اوج منحنی می باشد. 

نکته قوت روابط رگرسیونی استخراج شده در این است که 

اقدام به  هارابطهاین با توان سبه تحلیلی، میبدون محا

 . کردهای مرتبه مختلف از روی همدیگر محاسبه گشتاور

 هایضریبهای نرمال شده با  رابطه گشتاوربه منظور بررسی  

چولگی و عدد پکلت، گشتاورهای نرمال شده مرتبه اول با 

که با افزایش  شدگردید و مشاهده ترسیم ضریب چولگی 

و همچنین  گشتاور مرتبه اول، ضریب چولگی کاهش یافته

با افزایش گشتاور مرتبه سوم، عدد پکلت کاهش یافته است. 

های مرتبه اول و که افزایش گشتاور شایان یادآوری است

سری  هایمخزندست در سوم با حرکت به سوی پائین

 .مشاهده شده است

 
(a) 

 
(b) 

Fig. 8 (a) Normalized first order temporal moments 

order  rdversus skewness coefficients, (b) Normalized 3

temporal moments versus Pe numbers  

مقادیر مربوط به گشتاور نرمال شده مرتبه اول در   (a) 8شکل 

مقادیر مربوط به گشتاور نرمال شده   (b) مقابل ضریب چولگی،  

 در مقابل عدد پکلت مرتبه سوم  

 

مدل تحلیلی ارائه شده با  همخوانیبه منظور ارزیابی 

های آزمایشگاهی برداشت شده از دو شاخص آماری داده

. شدساتکلیف استفاده -میانگین مربعات خطا و نش

(  17شده به صورت روابط شماره )  یادهای  پارامتر  هایرابطه 

این پژوهش مقدار   هایآزمایش یهمه( بوده و برای 18و )

به 21/0و  7/0. در نهایت مقدار متوسط شدها محاسبه آن

ساتکلیف و جذر میانگین -نش  هایشاخصترتیب برای 

مطلوب  همخوانیدهنده آمد که نشاندست همربعات خطا ب

  باشدهای آزمایشگاهی میمدل با داده

 

(17) 

RMSE

= √
1

𝑁
[
 ∑ (𝐶𝑠𝑖𝑚,𝑖 − 𝐶𝑜𝑏𝑠,𝑖)

2N
i=1

(max C𝑠𝑖𝑚,𝑖 −min𝐶𝑜𝑏𝑠,𝑖)
2] 

(18) 
𝐷𝐶 = 1 −

∑ (𝐶𝑜𝑏𝑠,𝑖 − 𝐶𝑠𝑖𝑚,𝑖)
2𝑁

𝑖=1

∑ (𝐶𝑜𝑏𝑠,𝑖 − 𝐶�̅�𝑏𝑠,𝑖)
2𝑁

𝑖=1

 

 

 𝐶𝑜𝑏𝑠,𝑖غلظت محاسباتی،  𝐶𝑠𝑖𝑚,𝑖 های بالارابطهکه در 

 باشد. ها میتعداد داده 𝑁و  ایمشاهدهغلظت 

های رخنه ورودی به بند  ای از منحنینمونه 9در شکل 

گابیونی اول و خروجی از بند گابیونی دوم نمایش داده شده 

های که از این شکل پیدا است، فرآیندطوریمانهاست. 

باعث   هامخزنانتشار اعمال شده از طرف بندهای گابیونی و  

یکنواختی غلظت شده و پس از خروج آلاینده از بند 

تر زمان یکنواخت-یک منحنی غلظت 2ای شماره سنگدانه

 را شاهد هستیم.

 

 
Fig. 9 Entrance and exit BC curves from the first and 

second gabion dams for Q=11 l/s, and C0=140 (gr/l) 

بند گابیونی اول و  های رخنه ورودی به  منحنی 9شکل 

لیتر بر ثانیه و غلظت    11خروجی از بند گابیونی دوم برای دبی  

 گرم بر لیتر   140ورودی  

های ای از منحنینیز نمونه 10شکل  bو  aهای در بخش

آزمایشگاهی و محاسباتی مدل استخراج شده نمایش داده 

 همخوانیشود،  که در آن مشاهده میطوریشده است. همان
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های آزمایشگاهی برداشت شده و بسیار مطلوبی مابین داه

شایستگی  پیشترسازی حل تحلیلی وجود دارد. البته مدل

ولی از  شدههای آماری نیز بررسی با پارامتر سازگاریاین 

سازی توان رضایت مطلوبی از مدلمینیز دیدگاه چشمی 

  انجام شده داشت. 

 

 
(a) 

 
(b) 

Fig. 10 (a) Experimental and theoretical BC curves for 

Q=11 l/s, and C0=140 (gr/l) at sensor number of 4 

(located at 3 m distance from mass injection position), (b) 

Experimental and theoretical BC curves for Q=7 l/s, and 

C0=100 (gr/l) at sensor number of 5 (located at 4.34 m 

distance from mass injection position) 

های رخنه آزمایشگاهی و محاسباتی برای  منحنی (a) 10شکل 

گرم بر لیتر و در    140لیتر بر ثانیه و غلظت تزریقی    11دبی  

متری از محل تزریق آلاینده،    3واقع در فاصله    4  حسگرمحل  

(b) 7های رخنه آزمایشگاهی و محاسباتی برای دبی  منحنی  

گرم بر لیتر و در محل    100لیتر بر ثانیه و غلظت تزریقی  

 متری از محل تزریق آلاینده  34/4واقع در فاصله    5  حسگر

 

 گیری نتیجه -4
دیفرانسیل از نوع   هایمعادلهدر این تحقیق، با استفاده از 

انتشار در -انتقالهای ای که حاکم بر پدیدهذخیره

و همچنین با استفاده از روش است  هامخزنها و رودخانه

 هایمعادلهسازی اقدام به خطی در آغازتبدیل لاپلاس 

دیفرانسیل شده و یک حل تحلیلی جدید برای آن استخراج  

دو  سامانه. کارائی حل تحلیلی استخراج شده در یک شد

سنجیده شد و پس  ،آزمایش چندینمخزنه و با انجام یک 

افزار از طریق کدنویسی در نرم  هاواسنجهاز استخراج مقادیر  

مورد  هاواسنجهتغییرات  چگونگیمتلب، کارائی مدل و 

 سامانهارزیابی قرار گرفت و در نهایت اعتبار آن در 

 های آزمایشگاهیبه هم پیوسته از طرق داده هایمخزن 

قرار گرفت. نتایج امر مبین این بود   تاییدبرداشت شده مورد  

ها، ضریب تبادل جرمی نسبت مساحت واسنجهکه هر سه 

های بازسازی منحنی چگونگیو ضریب انتشار طولی در 

جائی مقادیر هجاب بااهمیت هستند و  دارایرخنه آلودگی 

ضریب تبادل جرمی می توان شیب بسیار ملایم بازوی پائین 

. مقادیر مربوط به سرعت کردونده منحنی رخنه را بازسازی  ر

روند  ،جائی به سمت پائین دستهو عدد پکلت، با جاب

اند که این امر مبین افزایش افزایشی را از خود نشان داده

باشد. مقادیر انتشار می هایواسنجهانتقال به نسبت  توان

روند کاهشی های رخنه نیز  مربوط به ضریب چولگی منحنی

اند که این امر به معنای تکمیل از خود به نمایش گذاشته

باشد. های رخنه میفرآیندهای انتشارپذیری و تقارن منحنی

اشاره شده است، مقدار   پیشینکه توسط محققان  همانطوری

 بودمناسب    هارودخانه  برای(  1-2/1این ضریب در محدوده )

آماری   هایتوزیع  .باشدتحقیق نیز مبین آن میاین  که نتایج  

سرعت، ضریب انتشار و لگاریتم   هایواسنجهانجام شده روی  

ای و بدنه اصلی ضریب تبادل جرمی مابین منطقه ذخیره

دهنده این بود که مقادیر مربوط به ضرایب  جریان نشان

ولی  اندکردهانتشار طولی به خوبی از توزیع نرمال پیروی 

مقادیر مربوط سرعت دارای چولگی سمت چپ و همچنین 

ضریب تبادل جرمی دارای چولگی سمت  مقادیر مربوط به 

سرعت و ضریب  هایفراسنجهبر  افزون باشند.راست می

ها نیز در این تحقیق محاسبه  انی آنانتشار طولی، معادل زم

زمان ماند )مربوط به  فراسنجه که هم  شدو مشاهده 

زمان انتقال )مربوط به سرعت   فراسنجهانتشارپذیری( و هم  

 باشند.دارای ارتباط مناسبی با عدد پکلت میمتوسط( 

تحلیلی برای   هایرابطهتا    شدسعی    ،شده  یادبر موارد    افزون

به اضافه ضریب  4تا  1گشتاورهای زمانی مرکزی از درجه 

حل همزمان سه    باچولگی مورد استخراج قرار گیرد تا بتوان  

معادله از این چهار معادله و با استفاده از مقادیر واقعی 
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ها برای این مدل فراسنجههای زمانی، مقدار گشتاور

 رابطه چندینتا  شد. همچنین سعی شوداستخراج 

های نرمال شده استخراج شود تا گشتاوررگرسیونی مابین 

های مرتبه مختلف را از روی همدیگر محاسبه بتوان گشتاور

  . کرد

 

 ها نشانهفهرست  -5

 𝐶 غلظت در مجرای اصلی رودخانه

 𝑢 سرعت متوسط جریان 

 𝐷 ضریب انتشار طولی 

 𝑇 ایزمان ماند آلودگی در منطقه ذخیره

 𝐶𝑠 ایغلظت آلودگی در منطقه ذخیره

ای های منطقه ذخیرهنسبت مساحت

 جریان و مجرای اصلی جریان 

𝛽 = 𝐴𝑠/𝐴 

 𝛿(𝑥) تابع دیراک

 𝜇𝑛 ام nگشتاور زمانی مرتبه 

 همچنین گشتاور زمانی نرمال شده

  آغازنسبت به    ام nمرتبه 

𝜇𝑛
∗ 

 𝑚𝑛 ام nگشتاور زمانی مرکزی مرتبه 

 𝐶𝑆𝐾 ضریب چولگی

 Pe عدد پکلت

 RMSE جذر میانگین مربعات خطا

 𝐷𝐶 ساتکلیف-شاخص نش

 𝐶𝑠𝑖𝑚,𝑖 غلظت محاسباتی

 𝐶𝑜𝑏𝑠,𝑖 غلظت مشاهداتی

 𝑁 هاداده شمار
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 پیوست:  

 . باشدمی (A1)  زمان مطابق با رابطهتعریف تبدیل لاپلاس نسبت به متغیر 

𝐶(𝑥, 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝐶(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡
∞

0

 
(A1) 

 باشد. به صورت زیر قابل استخراج می (A3)و  (A2)( روابط 5( و )4با اعمال تبدیل لاپلاس بر روی معادلات )

𝑝𝐶(𝑥, 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐶(𝑥, 0) + 𝑢
𝑑

𝑑𝑥
𝐶(𝑥, 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

= 𝐷
𝑑2

𝑑𝑥2
𝐶(𝑥, 𝑝) +̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝛽𝑇−1𝐶𝑠(𝑥, 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝛽𝑇−1𝐶(𝑥, 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

(A2) 

𝑝𝐶𝑠(𝑥, 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑇−1𝐶𝑠(𝑥, 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝑇−1𝐶(𝑥, 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐶𝑠(𝑥, 0) = 0 (A3) 

( و A4توان به معادلات )( در نهایت میA3( و )A2( بر روی معادلات )7( و )6با اعمال شرایط اولیه و مرزی ذکر شده در روابط )

(A5 .به صورت زیر رسید ) 

𝑝𝐶(𝑥, 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐶0𝛿(𝑥) + 𝑢
𝑑

𝑑𝑥
𝐶(𝑥, 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

= 𝐷
𝑑2

𝑑𝑥2
𝐶(𝑥, 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + 𝛽𝑇−1𝐶𝑠(𝑥, 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝛽𝑇−1𝐶(𝑥, 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

(A4) 

𝑝𝐶𝑠(𝑥, 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑇−1𝐶𝑠(𝑥, 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝑇−1𝐶(𝑥, 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 0
𝑦𝑖𝑒𝑙𝑑𝑠
→    𝐶𝑠(𝑥, 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =

𝑇−1

𝑝 + 𝑇−1
𝐶(𝑥, 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

(A5) 

,𝐶𝑠(𝑥 محاسبهبا  𝑝) ( از رابطهA5( و جایگذاری آن در رابطه )A4می ) توان به رابطه(A6)  .مطابق زیر رسید 

 𝐷
𝜕2

𝑑𝑥2
𝐶(𝑥, 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ −  𝑢

𝜕

𝑑𝑥
𝐶(𝑥, 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + (

𝛽𝑇−2

𝑝+𝑇−1
− 𝛽𝑇−1 − 𝑝)𝐶(𝑥, 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = −𝐶0𝛿(𝑥) 

(A6) 

توان به رابطه ( و همچنین اعمال شرایط اولیه و مرزی می𝑥( نسبت به متغییر مکانی )A6لاپلاس بر روی رابطه ) تبدیلبا اعمال  

(A7 .مطابق زیر رسید ) 

𝐷(𝑠2𝐶(𝑠, 𝑝)̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿ − 𝑠𝐶(0, 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ −
𝜕

𝜕𝑥
𝐶(0, 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) − 𝑢(𝑠𝐶(𝑠, 𝑝)̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿ − 𝐶(0, 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)

+ (
𝛽𝑇−2

𝑝 + 𝑇−1
− 𝛽𝑇−1 − 𝑝)𝐶(𝑠, 𝑝)̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿ = −𝐶0 

(A7) 

,𝐶(𝑠که در آن  𝑝)̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿ = ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝐶(𝑥, 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑑𝑥
∞

0
   

 ( را به صورت زیر داریم.A8( با استفاده از شرایط اولیه، رابطه )A7مجدد رابطه ) بازنویسیبا 

𝐷𝑠2𝐶(𝑠, 𝑝)̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿ − 𝑢𝑠𝐶(𝑠, 𝑝)̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿ + (
𝛽𝑇−2

𝑝 + 𝑇−1
− 𝛽𝑇−1 − 𝑝)𝐶(𝑠, 𝑝)̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿ = −𝐶0 

(A8) 

 شود. ( میA9( منجر به استخراج رابطه ) A8بیشتر رابطه ) سازیسادهو در نهایت 

𝐶(𝑠, 𝑝)̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿ =
−𝐶0

(𝑠2𝐷 − 𝑠𝑢 + (
𝛽𝑇−2

𝑝 + 𝑇−1
− 𝛽𝑇−1 − 𝑝))

 

 

(A9) 
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به فرم استاندارد  گردید تا با استفاده از عملیات جبریبایستی سعی ابتدا می ،(A9برای اعمال لاپلاس معکوس بر روی رابطه )
1

𝑠2−𝑎2
 ( برسیم.  A10به صورت رابطه )  

𝐶(𝑠, 𝑝)̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿ =
−
𝐶0
𝐷

(𝑠 −
𝑢
2𝐷)

2 − (
√ 𝑢2

4𝐷2
+
(𝛽𝑇−1 −

𝛽𝑇−2

𝑝 + 𝑇−1
) + 𝑃

𝐷 )2

 

 

(A10) 

 ( گردید. A11( منجر به استخراج رابطه )A10اعمال یک مرتبه عکس تابع لاپلاس بر روی فرم استاندارد سازی شده ) 

𝐶(𝑥, 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =
𝐶0

2√𝐷√𝑝 +
𝑢2

4𝐷 + (𝛽𝑇
−1 −

𝛽𝑇−2

𝑝 + 𝑇−1
)

exp (
𝑢𝑥

2𝐷
) 

exp (−
𝑥

√𝐷
√𝑝 +

𝑢2

4𝐷
+ (𝛽𝑇−1 −

𝛽𝑇−2

𝑝+𝑇−1
)) 

 

(A11) 

و    𝛽𝑇−1با مقایسه دو ترم    نهایتدر  
𝛽𝑇−2

𝑝+𝑇−1
سازی ( سادهA12( به صورت رابطه )A11نظر کرد و رابطه )توان از ترم دوم صرفهمی  

 شود. می

𝐶(𝑥, 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =
𝐶0

2√𝐷√𝑝+
𝑢2

4𝐷
+𝛽𝑇−1

exp (
𝑢𝑥

2𝐷
) exp (−

𝑥

√𝐷
√𝑝 +

𝑢2

4𝐷
+ 𝛽𝑇−1) 

 

(A12) 

( 11شود که در متن مقاله هم تحت عنوان رابطه )( استخراج میA13گیری معکوس، رابطه نهائی )با اعمال مرحله دوم لاپلاس

 ارائه شده است. 

 C(x, t) =
M

A√4πDt
× exp [

𝑢𝑥

2𝐷
− (

𝑢2

4𝐷
+ 𝑇−1𝛽) 𝑡 −

𝑥2

4𝐷𝑡
] 

 

(A13) 

 


