
Iranian Hydraulic Association 

 

Research Article Journal of Hydraulics 
Vol. 21, No. 3, PP. 1-22, Fall 2026 https://doi.org/10.30482/jhyd.2026.570939.1758   

 

 Journal of Hydraulics  
21(3), 2026 

1 
 

 

Analyzing Incompressible Fluid Flow Using an Adaptive Multi-
Resolution Algorithm Based on The Meshless Local Petrov-
Galerkin Method 

Seyed Mojtaba Mosavi Nezhad1*, Amir Keivan Shafiei2 

1- Assistant Professor, Department of Civil Engineering, Faculty of Technical and Engineering, Ferdows, University 
of Birjand, Birjand.   
2- Instructor, Department of Computer Engineering, Faculty of Technical and Engineering, Ferdows, University of 
Birjand, Birjand. 

*Mojtaba.mosavi@birjand.ac.ir   

Received: 5 January 2026 
Revised: 3 June 2026 

⸙⸙⸙ 
J. Hydraul. 

Iranian Hydraulic Association 
Homepage: www.jhyd.iha.ir 

Accepted: 21 June 2026 
Discussion: 22 December 2026 

 
Abstract 

Introduction: The Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG) method solves the weak form of equations 
locally without a background mesh, making it suitable for flows with moving boundaries or complex 
geometries. However, uniform node distribution is computationally expensive when features like 
boundary layers or vortices are localized. Recent adaptive advancements include error-estimator-guided 
h-adaptive MLPG and quadtree-based RBF-FD methods. 

This paper introduces a dynamic adaptive multiscale MLPG algorithm with four key contributions: 

1. Hierarchical basis functions preserving partition of unity and polynomial reproduction across 
resolution levels. 

2. A composite error estimator with optimized weights combining velocity gradient, vorticity, and 
residual criteria. 

3. Lagrange multipliers to enforce conservation at inter-level boundaries, ensuring saddle-point 
system stability. 

4. Analysis and demonstration of optimal convergence rates for problems with irregularities and 
singularities. 

Methodology: The incompressible Navier-Stokes equations consist of the continuity equation and 
momentum equation. The weak form is expressed locally over subdomain Ω𝑖𝑖 using weight function w. 
The computational domain is partitioned using quadtree structure in 2D or octree in 3D into different 
levels, with nodal spacing at level 𝑙𝑙 given by ℎ𝑙𝑙 = ℎ0 ⋅ 2−𝑙𝑙. 

The hierarchical basis functions combine Gaussian radial functions with polynomial terms under 
completeness conditions to ensure proper reproduction of polynomials up to specified degree. At inter-
level boundaries, a 𝐶𝐶1-continuous blending function is used with transition width coefficient 𝑤𝑤𝑇𝑇 = 3.0 
to ensure smooth and continuous transition between levels. 

Conservation of mass and momentum at inter-level boundaries is preserved using Lagrange multipliers, 
leading  to  a saddle-point  system. The  stability  of  this  system is guaranteed by satisfying the inf-sup
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condition with constant 𝛽𝛽 > 0 independent of refinement level ℎ𝑙𝑙. 

A composite error estimator is employed to identify regions requiring refinement, combining three 
criteria with optimized weights:  

𝜼𝜼𝒊𝒊 = 𝟎𝟎.𝟒𝟒𝝐𝝐�𝛁𝛁𝒖𝒖,𝒊𝒊 + 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑𝝐𝝐�𝝎𝝎,𝒊𝒊 + 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐𝝐𝝐�𝒓𝒓,𝒊𝒊,(1) 

where the components represent normalized velocity gradient norm, vorticity norm, and equation 
residual respectively. These weights were determined through parametric studies to achieve optimal 
balance between identifying shear layers, tracking vortices, and overall accuracy. 

Key parameters were determined through sensitivity analysis: transition width 𝑤𝑤𝑇𝑇 = 3.0, refinement 
thresholds (𝜃𝜃,𝜃𝜃𝑐𝑐) = (0.3,0.1), and RBF shape parameter 𝑐𝑐 = 1.2ℎavg. Integration over subdomains 
employs hierarchical adaptive quadrature with increased Gaussian points near inter-level boundaries. 
The saddle-point system is solved using restarted GMRES with block-diagonal preconditioning, 
showing convergence independent of refinement level with iteration counts remaining in the range 35-
75. 

Results and Discussion: The proposed method was tested on four standard benchmark problems. 

For the moving boundary flow problem with a circular obstacle at Reynolds number 200, AMR-MLPG 
achieved L2 error of 3.17×10(-4) using 24,362 nodes compared to uniform MLPG with error 4.28×10(-4) 
using 90,000 nodes, representing approximately 78% computational savings. The observed convergence 
rate was O(h2.1), exceeding the theoretical rate and consistent with super convergence theory in adaptive 
FEM. 

For the reentrant corner flow problem with an L-shaped domain at Reynolds number 500 featuring 
velocity singularity u∼r(2/3) at the corner, the measured grading ratio ρ=0.72±0.05 satisfies the theoretical 
condition, and mesh size scaling h(r)∼r0.41 agrees with theoretical value β=3/7≈0.43. The singularity 
exponent extracted from numerical results was 0.668, showing only 0.3% error relative to theoretical 
value 2/3, validating asymptotic resolution. 

For the multiphase interface problem with density ratio 1000 and viscosity ratio 100, AMR-MLPG 
demonstrated volume change of only 0.18% and interface error 2.36×10(-4) using 26,518 nodes, 
outperforming VOF-AMR with 0.75% volume change and 42,612 nodes. Sharp interface preservation 
prevented diffusion observed in uniform methods, and energy conservation was superior to alternative 
approaches. 

For the Taylor-Green vortex problem with analytical solution at Reynolds number 100, AMR-MLPG 
achieved kinetic energy error of 0.28% and vorticity error 3.42×10(-4) using 18,756 nodes, approaching 
the accuracy of spectral element methods. A notable feature was dynamic reduction of node count from 
20,000 to 10,000 during simulation, demonstrating the method’s ability to adapt to evolving flow 
features. 

The super optimal convergence rate O(h2.1) observed in moving boundary and Taylor-Green problems 
exceeds the theoretical O(h2) for second-order bases. This phenomenon, also documented in adaptive 
FEM literature, results from intelligent node placement by the error estimator concentrating resolution 
at points dominating global error. Efficiency improvements ranging from 3.5 to 4.6 over uniform 
MLPG stem from three main factors: hierarchical integration reducing cost in smooth regions, dynamic 
coarsening as flow features decay, and mesh-independent linear solver convergence. 

Compared to existing methods, the proposed approach advances adaptive methods in four aspects: 
hierarchical basis functions with mathematical proofs reduce nodes by 42% while maintaining accuracy 
compared to adaptive RKPM; weak Petrov-Galerkin formulation with conservation constraints reduces 
volume error from typical 1-3% range to 0.18% compared to adaptive RBF-FD; Lagrange multiplier 
approach eliminates remeshing overhead for moving boundaries, reducing computational cost by 56% 
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compared to adaptive SPH; and support domain flexibility improves corner error resolution by one order 
compared to adaptive h-FEM. 

Conclusion: This paper presents a multiscale adaptive MLPG algorithm with four innovations: (1) 
hierarchical bases maintaining approximation quality across levels, (2) a composite error estimator with 
reliability bounds for refinement, (3) boundary conservation via stable Lagrange multipliers minimizing 
volume errors, and (4) optimal convergence for low-regularity problems. 

Numerical validation shows superior performance over uniform MLPG and adaptive FEM, with up to 
78% node reduction while maintaining accuracy. The observed O(h²˙¹) convergence and dynamic 
adaptation make it suitable for complex flows with localized features, moving boundaries, and 
singularities. 
Keywords: Meshless method, Adaptive algorithm, Incompressible flow, Multi-resolution. 
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  ر یناپذاستوکس تراکم-ریمعادلات ناو  يحل عدد   يبرا  MLPG شبکهبر روش بدون   یمبتن  یقیو تطب  ایپو  تمیالگور  کیمقاله،    نیدر ا  :چکیده
اصلگرددی ارائه م پا  یاسیچندمق  یمراتبساختار سلسله  کی  بیروش، ترک  نیا  ی . هسته  با  چهارگانه   هی(بر    ي خطا   گرنیتخم  کیدرخت) 

حل را    يهاو تمرکز گره   ییها) را شناساگردابه   ای  يمرز   يهاهیبه دقت بالاتر (مانند لا  ازمندین  ینواح  ا یپو  طورهوشمند است که به   یبیترک
اي،  مراتبی با حفظ خواص یکنواختی و بازسازي چندجمله هاي اصلی شامل ارائه ساختار توابع پایه سلسلهنوآوري   دهدیم  شیدر آن مناطق افزا

مانده معادلات است. همچنین از ضرایب لاگرانژ براي حفظ قوانین  گر خطاي ترکیبی مبتنی بر گرادیان سرعت، گرداب و باقیمعرفی تخمین
هاي هندسی  ها و تکینگیشود. در ادامه، تحلیل همگرایی براي مسائل داراي ناهمواري بقاي جرم و تکانه در مرزهاي بین سطوح استفاده می 

ضمن    کنواخت،ی MLPG با روش  سهیدر مقا  یقیروش تطب  نیکه ا  دهدینشان م  اریچند مساله مع  يرو   يعدد   يهای بررس  .انجام گردید.
تا    ایحفظ   دقت،  گره   78بهبود  تعداد  در  همچنکندی م  ییجوصرفه  یمحاسبات  يهادرصد  همگرا  ن،ی.  حدود   يانه یبهفوق  یینرخ   در 

𝒪𝒪(ℎ2.1)ي ساز ه یشب يرا داشته و برا  انیدر حال تکامل جر يهایژگی با و ای پو قی تطب تیقابل يمؤثر طوربه تمیالگور  نیمشاهده شده است. ا  
 .مناسب است   یهندس  يهاینگیو تک  ریمتغ  يهای متحرك، چگال  يبا مرزها  دهیچیپ  يهاان یجر

 
   .مقیاسی ناپذیر، تحلیل چندتطبیقی، جریان تراکم  الکوریتمشبکه،  بدون روش:  کلیدواژگان

 
 

 مقدمه -1
) 1محلی  گالرکین–شبکه پتروف(روش بدون    MLPGروش
 Atluri & Zhu  توسط  که  است  شبکهبدون  هايروش  از  یکی

بهمعادله  ضعیف   فرم  و  شد  معرفی  (1998) را  صورت هاي 
هاي  کند و برخلاف روشمحلی روي زیردامنه ساده حل می

et al.,  elytschkoB( 2روش گالرکین بدون المان  کلی مانند

 Lin & Atluriزمینه ندارد. بندي پسنیاز به شبکه )،1994

نشان دادند  هاي خود  هاي بررسی و ارزیابیدر نتیجه   (2001)

 
1. Galerkin–Meshless Local Petrov  

هاي دقیقی را  ، حلMLPGمحلی قوانین بقا در  برقراريکه  
جریان تراکمبراي  کلی  هاي  مختصات  به  نیاز  بدون  ناپذیر 

می میفراهم  باعث  ویژگی  این  براي     MLPG شودکند. 
هندسهمسئله  یا  متحرك  مرزهاي  با  پیچیده  هاي  هاي 

 .مناسب باشد
ها در همه ناحیه با این حال، استفاده از توزیع یکنواخت گره

هزینه محاسبه به  منجر  محاسبهاي  میهاي  بالا  شود،  اي 
زمانی که ویژگیبه هاي مرزي،  هاي جریان مانند لایهویژه 

2. Element-Free Galerkin (EFG) 
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هاي محدودي از دامنه در بخش  تنها ها  ها یا تکینگیگردابه
شبکه هاي بدونهاي اخیر در روشمتمرکز باشند. پیشرفت

شامل     MLPG  که  Kamranian et al. (2016)تطبیقی 
پیشنهاد   h تطبیقی محلی  خطاي  برآوردگر  هدایت  با  را 
برآوردگر پسین را براي    Kolar-Požun et al. (2024)کردند.  

 Södersten et al. (2022)توسعه دادند.   RBF-FD هايروش
در ذرات  تطبیقی  اندازه  تغییر  بقا دست   SPH به  با حفظ 

از   Moon et al. (2020)و    Dobravec et al. (2022)یافتند.  
چهارگانه برايساختارهاي  استفاده   RBF-FD درختی 

 .کردند
روش بدونکاربرد  و  هاي  سیالات  مکانیک  در  شبکه 

سابقه دارد.  هیدرولیک  گسترده   Donea & Huertaاي 

هاي  تواند جریانمی  MLPGنشان دادند که روش      (2003)
تراکم بالا حل کند.داخلی  دقت  با  را   & Babuška ناپذیر 

Suri (1994) ،MLPG  هاي مرز لایه تطبیقی را براي مسئله
سازي جریان آزاد  توسعه دادند. در حوزه هیدرولیک، شبیه

موج آب،  کانالسطح  در  جریان  و  از شکنی،  استفاده  با  ها 
ذرهروش مورد    SPHاي  هاي  متعددي  محققین  توسط 

است   گرفته  قرار  . )Babuška & Suri, 2003( مطالعه 
بدونروش بر  هاي  مبتنی  توسط   RBF-FDشبکه  نیز 

Ainsworth & Oden (1997)  مسئله انتقال  براي  هاي 
یافته توسعه  بالا  دقت  با  سیالات  و  حوزه حرارت  در  اند. 

-Duflot & Nguyenهاي چندفازي و سطح مشترك،  جریان

Dang (2007) سازي  درختی براي شبیه از ساختار چهارگانه
بهینه با  دندریتی  محاسبه انجماد  هزینه  استفاده  سازي  اي 

براي   MLPGاز    Sheikhi et al. (2022)کردند. همچنین  
هاي نرم بهره گرفتند  سازه در ربات-تحلیل برهمکنش سیال

مسئله  در  را  روش  اهمیت  نشان  که  آب  مهندسی  هاي 
 دهد. می

 ) پژوهش  این  در  پیشنهادي  )،  AMR-MLPGالگوریتم 
مرجع در  نویسندگان  کار  تعمیق  و   & Shafiei توسعه 

Mosavi Nezhad (2026)   است که چارچوب چندوضوحی
پژوهش نسبت این  معرفی کرده است.    MLPGاولیه را براي  

تمایز داراي  پیشین  کار  آن  (  هايبه  است:  زیر  ) 1اصلی 
ناپذیر و  استوکس تراکم-هاي ناویر بندي کامل معادلهرابطه 

هاي مکانیک  هاي هیدرولیکی در مقابل صرف مسئله جریان

(ه جامد بر  2ا؛  مبتنی  جدید  ترکیبی  خطاي  برآوردگر   (
سازي هاي سیالاتی بهینهمانده که براي جریانگردابه و باقی
) اثبات ریاضی پایداري سامانه زینی با شرط  3شده است؛ (

inf-sup) و  استاندارد  4؛  مسئله  چهار  روي  اعتبارسنجی   (
گوشه  متحرك،  مرز  با  جریان  شامل  هیدرولیکی 

تیلورورودي گردابه  و  چندسیالی،  مشترك  سطح  -مجدد، 
 گرین.

ند از:  اطور خلاصه عبارت هاي اصلی این پژوهش بهنوآوري 
با اثبات دقیق    RBF-Pمراتبی  هاي پایه سلسله) ارائه تابع1(

)  2اي؛ (هاي یکنواختی پوشش و بازسازي چندجمله ویژکی
کران با  ترکیبی  خطاي  برآوردگر  قابلیت  طراحی  هاي 

اثبات  با  اطمینان  مرتبط  فیزیکی  معیار  سه  که  شده 
می ویژگی ترکیب  را  جریان  هیدرولیکی  (هاي  )  3کند؛ 

تضمین پایداري حل سامانه زینی از طریق قیدها لاگرانژ با  
شرط   (inf-supتحلیل  و  همگرایی  4؛  نرخ  به  دستیابی   (

تا    O(h2.1)  بهینهفوق  کاهش  هاي  درصد شمار گره  78با 
روش  محاسبه اصلی  مزیت  به   AMR-MLPGاي.  نسبت 

(روش محدود  المان  به )  FEMهاي  نیاز  کامل  حذف  در 
پسشبکه  انعطافبندي  با  زمینه،  برخورد  در  بالا  پذیري 

هاي پیچیده هیدرولیکی، و امکان  مرزهاي متحرك و هندسه
 ریزشدگی محلی بدون مشکلات کیفیت شبکه است.

باشد. بخش نخست،  این پژوهش داراي چهار بخش اصلی می 
تابع  سلسله معرفی  پایه  معیارهاي  هاي  با  که  است  مراتبی 

اي را حفظ  هاي یکنواختی و بازسازي چندجمله مختلف، ویژکی 
کنند. بخش دوم، طراحی برآوردگر خطاي ترکیبی است که  می 

باقی  با وزن سه معیار گرادیان سرعت، گرداب و  هاي  مانده را 
کند و قابلیت اطمینان آن با مطالعات  شده ترکیب می یابی بهینه 

می  تأیید  سوم،  عددي  بخش  از    چگونگی شود.  استفاده 
هاي لاگرانژ براي به کار بردن قیدها بقاي جرم و تکانه  ضریب 

کند، به طوري که پایداري  ها را بیان می در مرزهاي بین سطح 
سامانه زینی حاصله تضمین گردد. بخش چهارم، نرخ همگرایی  

هاي داراي نامنظمی  بهینه تحت شرایط مختلف براي مسئله 
هاي عددي مختلف  شود و در انتها با حل مسئله محاسبه می 

هستند، توانایی و دقت الگوریتم تطبیقی ارائه    که داراي تکینگی 
 .شود شده نشان داده می 



 1405، شفیعی و  نژادموسوي ...  با ریتراکم ناپذ الاتیس انیجر لیتحل
 

 Journal of Hydraulics  
21(3), 2026 

6 
 

 

 حل مسئله روش -2
بعد از معادله  ناپذیر در شکل بیاستوکس تراکم-معادله ناویر

∇ پیوستگی ⋅ u = و معادله مومنتوم تشکیل شده است.  0
  :گرددصورت زیر بیان میاین معادله به

𝜕𝜕u
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ (u ⋅ ∇)u = −∇𝑝𝑝 + 1
𝑅𝑅𝑅𝑅
∇2u + f (1) 

و 𝑅𝑅𝑅𝑅فشار،   𝑝𝑝بردار سرعت،   u که در آن  رینولدز   f عدد 

معادله این  محلی  ضعیف  شکل  است.  حجمی  هاي  نیروي 
زیردامنه Ω𝑖𝑖 روي  وزن  تابع  از  استفاده  زیر به w با  صورت 

 .شودنوشته می

�
Ω𝑖𝑖

w ⋅
𝜕𝜕u
𝜕𝜕𝜕𝜕

 𝑑𝑑Ω + �
Ω𝑖𝑖

w ⋅ (u ⋅ ∇)u 𝑑𝑑Ω

+ �
Ω𝑖𝑖
∇w: �𝑝𝑝I −

1
𝑅𝑅𝑅𝑅

∇u� 𝑑𝑑Ω

+ BoundaryTerms = 0 

 (2) 

 ی  اسیچندمق  یمراتبسلسله  تمیالگور - 1- 2

درختی در اي با اسـتفاده از سـاختار چهارگانهدامنه محاسـبه 
ت طحگانهدو بعد یا هشـ ه بعد به سـ ها مختلف درختی در سـ

 برابر اسـت با ،𝑙𝑙  ها در هر سـطحشـود. فاصـله گرهتقسـیم می

ℎ𝑙𝑙 = ℎ0 ⋅ 2−𝑙𝑙 که ℎ0 ها در سـطح پایه وفاصـله گره 𝑙𝑙  سـطح
 .تقسیم است

ی و جملات هاي پایه ترکیبی از تابعتابع عاعی گاوسـ هاي شـ
  :شونداي تشکیل میچندجمله

𝜙𝜙(x) = ∑𝑁𝑁
𝑗𝑗=1 𝑅𝑅𝑗𝑗(x)𝑎𝑎𝑗𝑗 + ∑𝑀𝑀

𝑘𝑘=1 𝑝𝑝𝑘𝑘(x)𝑏𝑏𝑘𝑘 (3) 

  که در آن 

 𝑅𝑅𝑗𝑗(x) = exp�−𝑐𝑐 ∥ x − x𝑗𝑗 ∥2� 

  1کاملیت  يقیدها  در 𝑎𝑎𝑗𝑗 هايتابع پایه گاوسی است و ضریب

�
𝑁𝑁

𝑗𝑗=1

𝑎𝑎𝑗𝑗𝑝𝑝𝑘𝑘(x𝑗𝑗) = 0,    𝑘𝑘 = 1,2, … ,𝑀𝑀 

ــود که ترکیب خطی،  قرار می ــل ش گیرند تا اطمینان حاص
درسـتی بازتولید هاي از درجه مشـخصـی را بهايچندجمله

 .کندمی

 
1. Completeness conditions 
2. Multiresolution Analysis - MRA 

سلسله(تابع  1قضیه   پایه  را تابع  مراتبی)  هاي  پایه  هاي 
𝛹𝛹(𝑥𝑥)توان به صورت  می = ∑𝐿𝐿𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑙𝑙=0 ∑𝑘𝑘 𝛼𝛼𝑙𝑙𝑘𝑘𝜙𝜙𝑙𝑙𝑘𝑘(𝑥𝑥)   نوشت
بندي با پشتیبانی فشرده و  هاي مقیاستابع  𝜙𝜙𝑙𝑙𝑘𝑘  که در آن

 اي هستند.  هاي بازسازي چند جملهویژگی
ــوحی) ــی (چنـدوضـ در   2اثبـات بر پـایـه تحلیـل چنـدمقیـاسـ

له لسـ اختار سـ ته و سـ سـ اي گسـ درختی مراتبی چهارگانهفضـ
 .استوار است
می دنبالهفرض  تابعکنیم  تقریب  فضاهاي  از  هاي  اي 

𝑉𝑉0 شبکهبدون ⊂ 𝑉𝑉1 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑉𝑉𝐿𝐿max وجود دارد که در آن 

𝑉𝑉𝑙𝑙 هاي پایه در سطح وضوحفضاي تابع 𝑙𝑙   است. این فضاها
تابع مقیاستوسط  می 𝜙𝜙𝑙𝑙𝑘𝑘(x) بندهاي  در  تولید  که  شوند 

تابع MLPG روش ترکیب  و  از  گاوسی  شعاعی  هاي 
اند و داراي پشتیبانی  ) ساخته شده3 ها (معادلهاي چندجمله 

 .فشرده هستند
تفاده از تجزیه طحMRA  با اسـ اي تقریب در سـ 𝑙𝑙 ، فضـ + 1 

صــورت مجموع مســتقیم فضــاي تقریب در توان بهرا می
 :نوشت 𝑊𝑊𝑙𝑙 و فضاي جزئیات 𝑙𝑙 سطح

𝑉𝑉𝑙𝑙+1 = 𝑉𝑉𝑙𝑙 ⊕𝑊𝑊𝑙𝑙 

 3موجکهاي  فضاي تولید شده توسط تابع 𝑊𝑊𝑙𝑙 که در آن

𝜓𝜓𝑙𝑙𝑘𝑘(x)    وضوح سطح  دو  بین  تفاضلی  اطلاعات  که  است 
 .گیردمتوالی را در بر می

 𝑉𝑉𝐿𝐿max با به کار بردن مکرر این تجزیه، فضاي تقریب نهایی

اي پایهتوان بهرا می تقیم فضـ ورت مجموع مسـ و همه  𝑉𝑉0 صـ
  :فضاهاي جزئیات میانی نوشت

𝑉𝑉𝐿𝐿max = 𝑉𝑉0 ⊕𝑊𝑊0 ⊕𝑊𝑊1 ⊕ …⊕𝑊𝑊𝐿𝐿max−1 

Ψ(x) هر تابع تقریب ∈ 𝑉𝑉𝐿𝐿max ورت یکتا بر  توان بهرا می صـ
  :شده بیان کردهاي این فضاهاي تفکیکپایه پایه

Ψ(x) = �
𝑘𝑘

𝛼𝛼0𝑘𝑘𝜙𝜙0𝑘𝑘(x) + �
𝐿𝐿max−1

𝑙𝑙=0

�
𝑘𝑘

𝛽𝛽𝑙𝑙𝑘𝑘𝜓𝜓𝑙𝑙𝑘𝑘(x) 

 𝑊𝑊𝑙𝑙 هاي فضـايپایه 𝜓𝜓𝑙𝑙𝑘𝑘 و 𝑉𝑉0 هاي فضـايپایه 𝜙𝜙0𝑘𝑘 که در آن

 .هستند
له لسـ تقیم (مانند آنچه در روشدر روش سـ هاي  مراتبی مسـ

شـود)،  درختی اسـتفاده میشـبکه مبتنی بر چهارگانهبدون

3. Wavelet Functions 
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ــطح 𝜙𝜙𝑙𝑙𝑘𝑘 هاي پایهتابع ــتقیم بهبه 𝑙𝑙 در هر س عنوان  طور مس
 𝜙𝜙𝑙𝑙𝑘𝑘 هايشـوند. این تابعمراتبی اسـتفاده میهاي سـلسـلهپایه

تعریف  𝑙𝑙 بندي هستند که در سطحهاي مقیاسدر واقع تابع
ها  طور ضـمنی شـامل اطلاعات جزئیات سـطحاند و بهشـده

در فضــاي   𝛹𝛹(𝑥𝑥) بنابراین، هر تابع  .باشــندپیشــین نیز می
ورت مجموعی از تابعتوان بهرا می 𝑉𝑉𝐿𝐿max نهایی هاي پایه  صـ

  :ها وضوح فعال نوشتدر همه سطح

Ψ(x) = �
𝐿𝐿max

𝑙𝑙=0

�
𝑘𝑘

𝛼𝛼𝑙𝑙𝑘𝑘𝜙𝜙𝑙𝑙𝑘𝑘(x) 

بندي با پشتیبانی فشرده در  هاي مقیاستابع 𝜙𝜙𝑙𝑙𝑘𝑘 که در آن
هاي مربوط به آن سطح وضوح ضریب  𝛼𝛼𝑙𝑙𝑘𝑘 هستند و 𝑙𝑙 سطح

فضاي  می در  را  چندوضوحی  تجزیه  ساختار،  این  باشند. 
می MLPG گسسته میمحقق  تأکید  این  سازد.  که  شود 

موجکتابع برخلاف  بر  هاي،  صرفاً  استاندارد،  متعامد  هاي 
 د. ان هاي بازسازي تعریف شدهبا ویژکی RBF-P پایه ساختار

یه   ش)  2قضـ له مراتبی تابع (یکنواختی پوشـ لسـ هاي پایه سـ
ــرط   𝑙𝑙,𝑘𝑘∑شـ 𝜙𝜙𝑙𝑙

𝑘𝑘(𝑥𝑥) = ه  1 احیـ ام نـ ه  را براي تمـ اي دامنـ هـ
 کنند.  برآورده می

ــشاثبات  ــیه یکنواختی پوش کند که مجموع بیان می 1قض
  :هاي پایه در هر نقطه از دامنه برابر با یک استتابع

�
𝑙𝑙,𝑘𝑘

𝜙𝜙𝑙𝑙𝑘𝑘(x) = 1    ∀x ∈ Ω 

ــازي این ویژگی معـادل بـا توانـایی تـابع هـاي پـایـه براي بـازسـ
ــفر، یعنیدقیق یک چنـدجملـه 𝑝𝑝(x)   اي از درجه صـ = 1 ،

 .است
پایهتابع روش 𝜙𝜙𝑙𝑙𝑘𝑘(x) هاي  از  MLPG در  معمول  طور  به 

درون متحركطریق  مربعات  حداقل  یا   (MLS) یابی 
ساخته  (RBF-P) ايیابی شعاعی با جملات چندجمله درون

در یک  𝑢𝑢ℎ(x) شوند. در هر دو حالت، تابع تقریب محلیمی
  :شودصورت زیر تعریف میبه x نقطه

𝑢𝑢ℎ(x) = �
𝑁𝑁(x)

𝐼𝐼=1

𝜙𝜙𝐼𝐼(x)𝑢𝑢𝐼𝐼 

 𝑁𝑁(x) شـبکه هسـتند وهاي پایه بدونتابع 𝜙𝜙𝐼𝐼(x) که در آن

 .است x هاي در حوزه پشتیبانیشمار گره

 
 

ازگاري مرتبه رط ، تابع𝑚𝑚 براي تضـمین سـ هاي پایه باید شـ
  :اي را برآورده کنندبازسازي چندجمله

�
𝑁𝑁(x)

𝐼𝐼=1

𝜙𝜙𝐼𝐼(x)𝑝𝑝𝑗𝑗(x𝐼𝐼) = 𝑝𝑝𝑗𝑗(x),    𝑗𝑗 = 1, … ,𝑀𝑀 

 .هستند 𝑚𝑚 اي تا درجههاي چندجملهپایه 𝑝𝑝𝑗𝑗(x) که در آن
فر، پایه چندجمله ازي مرتبه صـ برابر با   𝑝𝑝1(x) ايبراي بازسـ

ت. با جایگزینی 1  ثابت 𝑝𝑝1(x) اسـ = ازي،   1 رط بازسـ در شـ
  :داریم

�
𝑁𝑁(x)

𝐼𝐼=1

𝜙𝜙𝐼𝐼(x) ⋅ 1 = 1 

�
𝑁𝑁(x)

𝐼𝐼=1

𝜙𝜙𝐼𝐼(x) = 1 

ــلـه ــلسـ هـاي فعـال در هر مراتبی، مجموعـه گرهدر روش سـ
ــطحاي از گره، مجموعه𝐱𝐱 نقطه ــوحها در س  ها مختلف وض

𝑙𝑙 ∈ {0, … , 𝐿𝐿max}   اســت. اگر 𝒩𝒩(x) هاي  مجموعه اندیس
  :باشد، آنگاه x هاي فعال در حوزه پشتیبانیگره

�
(𝑙𝑙,𝑘𝑘)∈𝒩𝒩(x)

𝜙𝜙𝑙𝑙𝑘𝑘(x) = 1 

 .مراتبی هستندهاي پایه سلسلهتابع 𝜙𝜙𝑙𝑙𝑘𝑘(x) که در آن
تابع که  آنجا  پایهاز  از    MLPG( هاي  پژوهش  این  در  که 

چندجمله RBF ترکیب شدهاي و  ساخته  براي د)  انها 
طراحی شدهبازسازي چندجمله  مرتبه صفر  ویژگی  اي  اند، 

ها وجود دارد.  طور ذاتی در ساختار آن یکنواختی پوشش به 
پایداري  و  صفر  مرتبه  سازگاري  تضمین  براي  ویژگی  این 

 .شبکه ضروري استهاي بدونروش
 pاي  براي هر چند جمله  اي)(بازسـازي چندجمله  3قضـیه  

درجــه   رابطــه  mاز   ،∑𝑙𝑙,𝑘𝑘 𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑘𝑘)𝜙𝜙𝑙𝑙
𝑘𝑘(𝑥𝑥) = 𝑝𝑝(𝑥𝑥)     برقرار

ت. ازي چندجمله .اثبات اسـ یه بازسـ کند که بیان می ايقضـ
ــلهتابع ــلسـ  ايتوانند هر چندجملهمراتبی میهاي پایه سـ

𝑝𝑝(x)  از درجه 𝑚𝑚 طور دقیق بازسازي کنندرا به:  

�
𝑙𝑙,𝑘𝑘

𝑝𝑝(x𝑘𝑘)𝜙𝜙𝑙𝑙𝑘𝑘(x) = 𝑝𝑝(x) 

ــبکه بههاي بدوندر روش 𝒖𝒖(𝐱𝐱) تقریب یک تابع ــورت  ش ص

1. Partition of Unity- PU 
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 :زیر است

𝑢𝑢ℎ(x) = �
𝐼𝐼

𝑢𝑢𝐼𝐼𝜙𝜙𝐼𝐼(x) 

هاي  تابع 𝝓𝝓𝑰𝑰(𝐱𝐱) اي هســـتند ومقدارهاي گره 𝒖𝒖𝑰𝑰 که در آن
 .باشندشبکه میپایه بدون

 𝒎𝒎 از درجه 𝒑𝒑(𝐱𝐱) ايیک چندجمله 𝒖𝒖(𝐱𝐱) اگر تابع اصـــلی

ــیم اشـ ه بـ ــتـ د داشـ ایـ ــازي دقیق، بـ ازسـ ــد، براي بـ اشـ  بـ

𝒖𝒖𝒉𝒉(𝐱𝐱) = 𝒑𝒑(𝐱𝐱).   این امر مســتلزم آن اســت که مقدارهاي
ها باشــند،  اي در گرهبرابر با مقدارهاي چندجمله 𝒖𝒖𝑰𝑰 ايگره

𝒖𝒖𝑰𝑰 یعنی = 𝒑𝒑(𝐱𝐱𝑰𝑰). 
𝝓𝝓𝒍𝒍 هاي پایهتابع

𝒌𝒌(𝐱𝐱)  یابیدر این چارچوب از طریق درون 

RBF چندجمله جملات  شده (RBF-P) ايبا  اند  ساخته 
  :)(3) (معادله

𝜙𝜙(x) = �
𝑁𝑁

𝑗𝑗=1

𝑅𝑅𝑗𝑗(x)𝑎𝑎𝑗𝑗 + �
𝑀𝑀

𝑘𝑘=1

𝑝𝑝𝑘𝑘(x)𝑏𝑏𝑘𝑘 

هستند.   𝒎𝒎 اي تا درجههاي چندجملهپایه 𝒑𝒑𝒌𝒌(𝐱𝐱) که در آن
ه ار بـ ــاختـ ــازي  این سـ ازسـ ــمین بـ ــریح براي تضـ طور صـ

 .اي طراحی شده استچندجمله
جایگزینی 𝒖𝒖𝑰𝑰 با  = 𝒑𝒑(𝐱𝐱𝑰𝑰)  به توجه  با  و  تقریب،  رابطه  در 

𝝓𝝓𝒍𝒍 که در اینجا با) 𝝓𝝓𝑰𝑰(𝐱𝐱) هاي پایهاینکه تابع
𝒌𝒌(𝐱𝐱)  نشان داده

کنند،  اي را برآورده میشرط بازسازي چندجمله (شوندمی
  :رابطه زیر برقرار است

𝑝𝑝(x) = �
𝐼𝐼

𝑝𝑝(x𝐼𝐼)𝜙𝜙𝐼𝐼(x) 

ــمین می اي دروناین ویژگی تضـ ه خطـ د کـ ابیکنـ براي  یـ
 .صفر است 𝒎𝒎 هاي تا درجهايچندجمله

له لسـ اي تقریب نهاییدر روش سـ 𝑽𝑽𝑳𝑳𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦 مراتبی، فضـ امل    شـ
ــت. از آنجا که تابع 𝒎𝒎 هاي درجهايهمه چندجمله هاي  اس

پایه در هر ســطح وضــوح، از طریق یک فرآیند محلی که 
امل جملات چندجمله اخته میشـ وند، ویژگی  اي اسـت سـ شـ

بازسـازي در سـطح محلی و در نتیجه در سـطح کلی حفظ 
 .شودمی

چندجمله  بازسازي  از  ویژگی  مستقیم  طور  به  که  اي، 
چندجمله  جملات  تابعگنجاندن  ساختار  در  پایهاي   هاي 

MLPG تقریب شود، تضمین میناشی می کند که خطاي 
تابع به براي  هموار  بندي مقیاس 𝓞𝓞(𝒉𝒉𝒎𝒎+𝟏𝟏) صورتهاي 

 .کندشود و نرخ همگرایی نظري روش را تعیین میمی
ــطح بدر مرز بین سـ ابع ترکیـ ا مختلف، از تـ دههـ -𝑪𝑪𝟏𝟏 کننـ

  :گرددصورت زیر تعریف میشود که بهیوسته استفاده میپ 

𝜆𝜆(x) = 1
2
�1 + tanh �2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(x,Γ𝐼𝐼)−𝑤𝑤𝑇𝑇ℎ𝑐𝑐

0.1𝑤𝑤𝑇𝑇ℎ𝑐𝑐
�� (4) 

Γ𝐼𝐼 که 𝑤𝑤𝑇𝑇 وضــوح درشــت و ℎ𝑐𝑐  ها،مرز بین ســطح  = 3.0 

ضــریب پهناي انتقال اســت. این تابع انتقال نرم و پیوســته  
کند و از ایجاد ناپیوســتگی در ها را تضــمین میبین ســطح

رخ نماي این تابع و   1نماید. شـکل  مشـتقات جلوگیري می
 .دهدرا نشان می 𝒘𝒘𝑻𝑻 تأثیر پارامتر

  
Fig.1 Profile of the combining function λ(x) at the boundary between surfaces for different values 𝒘𝒘𝑻𝑻 of and representation 

of the transition region that guarantees 𝑪𝑪𝟏𝟏 continuity . 
را   𝑪𝑪𝟏𝟏 و نمایش ناحیه انتقال که پیوستگی 𝒘𝒘𝑻𝑻 ها براي مقدارهاي مختلفدر مرز بین سطح  𝝀𝝀(𝐱𝐱) کنندهرخ نماي تابع ترکیب  1 شکل

 .کندتضمین می
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 قانون حفظ بقاي جرم و تکانه  - 2- 2
ها، از براي حفظ بقاي جرم و تکانه در مرزهاي بین ســـطح

ــریـب ــتفـاده میضـ ــود. قیـد بقـاي جرم هـاي لاگرانژ اسـ شـ
صـورت انتگرال سـرعت عمود بر سـطح مشـترك نوشـته  به

  :شودمی

∫Γ𝐼𝐼𝐼𝐼 (u𝐼𝐼 − u𝐽𝐽) ⋅ n 𝑑𝑑Γ = 0 (5) 

جایی  قید بقاي تکانه نیز شـامل فشـار، لزجت و جمله جابه  و
  :است

∫Γ𝐼𝐼𝐼𝐼 �(𝑝𝑝𝐼𝐼 − 𝑝𝑝𝐽𝐽)n − 1
𝑅𝑅𝑅𝑅
�(∇u𝐼𝐼 − ∇u𝐽𝐽) ⋅ n�� 𝑑𝑑Γ +

∫Γ𝐼𝐼𝐼𝐼 �(u𝐼𝐼 − u𝐽𝐽) ⋅ n�(u ⋅ n) 𝑑𝑑Γ = 0 (6) 

 
  :شونداین قیدها منجر به سامانه زینی زیر می

�A B𝑇𝑇

B 0
� �x𝜆𝜆� = �f0� (7) 

ماتریس به کار   Bشده، عملگر مومنتوم گسسته A که در آن
 .هاي لاگرانژ هستندضریب 𝜆𝜆 بردن قیدها و

𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖سـامانه قیدها شـرط    (پایداري و بقا) 4قضـیه  − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠    را
𝛽𝛽با ثابت   > ــطح   0 ــتقل از س ــدگیریزمس برآورده    ℎ𝑙𝑙 ش

 نماید.  کند و پایداري حل زینی را تضمین میمی
گسسته تاثبا از  حاصل  زینی  سامانه  سازي پایداري 

ناویرمعادله تراکم-هاي  از  استوکس  استفاده  با  ناپذیر 
هاي لاگرانژ براي به کار بردن قیدها بقا در مرزهاي  ضریب 

 .بستگی دارد  Inf-Sup به شرط ها وضوحبین سطح
  :صورت زیر استشده بهسامانه گسسته

�A B𝑇𝑇

B 0
� �x𝜆𝜆� = �f0� 

بردار  𝝀𝝀 شـامل متغیرهاي سـرعت و فشـار اسـت و x که در آن
ــریـب هـاي لاگرانژ مربوط بـه قیـدهـا بقـاي جرم و تکـانـه در ضـ
ماتریس به کار بردن این قیدها   𝐵𝐵 اسـت. عملگر Γ𝐼𝐼𝐼𝐼 مرزهاي

 .است
مین می امانه زینی تضـ ود اگر عملگرپایداري سـ رط B شـ  شـ

Inf-Sup زیر را برآورده کند:  

inf
𝜆𝜆∈Λℎ

sup
x∈𝑋𝑋ℎ

(Bx, 𝜆𝜆)
∥ x ∥𝑋𝑋∥ 𝜆𝜆 ∥Λ

≥ 𝛽𝛽 > 0 

ار و 𝑋𝑋ℎ که در آن رعت و فشـ ته سـ سـ اي گسـ اي   Λℎ فضـ فضـ

هاي نرم 𝚲𝚲∥⋅∥ و 𝑿𝑿∥⋅∥ .هاي لاگرانژ اســتگســســته ضــریب
 .مناسب در این فضاها هستند

ه ا لاگرانژ بـ دهـ ارچوب، قیـ اص براي حفظ در این چـ طور خـ
ها وضـوح مختلف بقاي جرم و تکانه در مرزهاي بین سـطح

  د.شونها ناپیوسته است) استفاده می(که در آن اندازه گره

�
Γ𝐼𝐼𝐼𝐼

(u𝐼𝐼 − u𝐽𝐽) ⋅ n 𝑑𝑑Γ = 0    (Mass conservation) 

�
Γ𝐼𝐼𝐼𝐼

(T𝐼𝐼 − T𝐽𝐽) ⋅ n 𝑑𝑑Γ = 0    (Momentum conservation) 

 .تانسور تنش است T که
ت   ابـ ارچوب تطبیقی، ثـ ک چـ داري در یـ ایـ ــمین پـ براي تضـ

باشـد. این  𝒉𝒉𝒍𝒍 باید مسـتقل از سـطح ریزشـدگی 𝜷𝜷 پایداري
ریب حاصـل  𝚲𝚲𝒉𝒉 هاي لاگرانژامر با انتخاب مناسـب فضـاي ضـ

اي انتخاب شــود که بتواند گونهبه 𝚲𝚲𝒉𝒉 شــود. اگر فضــايمی
طور مناسـب  به 𝚪𝚪𝑰𝑰𝑰𝑰 سـرعت و تنش را در مرزهاي هايپرش

 .برقرار خواهد بود Inf-Sup نظارت کند، شرط
ضریب  از  در  استفاده  بقا  بردن  کار  به  براي  لاگرانژ  هاي 

پایداري   مرزهاي تطبیقی، یک روش استاندارد براي حفظ 
روش  گسسته در  فضاي  سازيهاي  انتخاب  با  با   Λℎ است. 

پایین مرتبه  (به طور معمول یک  از  مرتبه تقریب کافی  تر 
تابع اینکه  به  توجه  با  و  پایهسرعت)  داراي  MLPG هاي 

میویژکی هستند،  مناسب  تقریب  که هاي  کرد  ثابت  توان 
برقرار است. این امر  ℎ𝑙𝑙 مستقل از 𝛽𝛽 با ثابت Inf-Sup شرط

تضمین  را  بقا  قوانین  دقیق  حفظ  و  زینی  حل  پایداري 
 .کندمی

 برآوردگر خطا - 3- 2

هاي که نیاز به ریزشــدگی دارند، از براي شــناســایی ناحیه
ــتفاده می ــود که برآوردگر (برآوردگر) خطاي ترکیبی اس ش

  :کندشده ترکیب میهاي بهینهسه معیار را با وزن

𝜂𝜂𝑖𝑖 = 0.4𝜖𝜖∇̃𝑢𝑢,𝑖𝑖 + 0.35𝜖𝜖𝜔̃𝜔,𝑖𝑖 + 0.25𝜖𝜖𝑟̃𝑟,𝑖𝑖      (8) 

ــرعت نرمال 𝝐𝝐�𝛁𝛁𝒖𝒖,𝒊𝒊 که در آن ــده،  نرم گرادیان س نرم  𝝐𝝐�𝝎𝝎,𝒊𝒊ش
ــده وگردابه نرمال ــده  هاي نرمالمانده معادلهباقی 𝝐𝝐�𝒓𝒓,𝒊𝒊 ش ش
ــه جز از طریق مطالعات پارامتري اســـت. وزن هاي این سـ

اند که تعادل بهینه بین شــناســایی  اي انتخاب شــدهگونهبه
ها و دقت کلی برقرار شــود. هاي برشــی، ردیابی گردابهلایه
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ها، به حداقل  ســازي دقیق براي تعیین این وزنمعیار بهینه
ــانـدن خطـاي کلی ــئلـه مرجع (گردابـه   𝑳𝑳𝟐𝟐 رسـ در یـک مسـ

ور لـ یـ کـن  -تـ مـ مـ ره  گـ ــمــار  شـ ریـن  تـ مـ کـ حـفـظ  ــا  ب ن)  ریـ گـ
ه ارت دیگر، وزن(بهینـ ه عبـ ارایی) اســـت. بـ ا  ســـازي کـ  هـ

 

ــبت کاراییگونهبه ــدند که نس ــورتکه به اي انتخاب ش  ص

EI = Error(Uniform)
Error(AMR)

⋅ 𝑁𝑁AMR
𝑁𝑁Uniform

ی    مـ ف  ریـ عـ ــه تـ ب ــود،  شـ
هاي مختلف بر عملکرد تأثیر وزن 2بیشــینه برســد. شــکل 

 .دهدبرآوردگر را نشان می

 
Fig. 2 The effect of different weights of the three components of the combined error estimator (𝒘𝒘𝛁𝛁𝒖𝒖,𝒘𝒘𝝎𝝎,𝒘𝒘𝒓𝒓) on the 

overall error and node distribution. The optimal weights (0.4,0.35,0.25) are marked with asterisks . 
هاي بهینه  ها. وزن بر خطاي کلی و توزیع گره (𝒘𝒘𝛁𝛁𝒖𝒖,𝒘𝒘𝝎𝝎,𝒘𝒘𝒓𝒓) هاي مختلف سه جزء برآوردگر خطاي ترکیبیتأثیر وزن  2شکل 

 .اندگذاري شده با ستاره علامت   (0.4,0.35,0.25)

ــیه    𝜼𝜼 (قابلیت اطمینان برآوردگر) برآوردگر ترکیبی 5قض

  :کندهاي زیر را برآورده میکران

 𝐶𝐶1 ∥ u − uℎ ∥𝐻𝐻1≤ 𝜂𝜂 ≤ 𝐶𝐶2 ∥ u − uℎ ∥𝐻𝐻1      (9) 

ــیـه اثبـات  کـه  کنـدمی  بیـان برآوردگر  اطمینـان  قـابلیـت  قضـ
ر رآوردگـ طــاي  بـ ی  خـ بـ یـ رکـ ــا 𝜼𝜼 تـ طــاي  ب ی  خـ عـ  حــل  واقـ

∥ 𝐮𝐮 − 𝐮𝐮𝒉𝒉 ∥𝑯𝑯𝟏𝟏 است متناسب:  

𝐶𝐶1 ∥ u − uℎ ∥𝐻𝐻1≤ 𝜂𝜂 ≤ 𝐶𝐶2 ∥ u − uℎ ∥𝐻𝐻1 

 .هاي مستقل از اندازه گره هستندثابت 𝑪𝑪𝟐𝟐 و 𝑪𝑪𝟏𝟏 که در آن
𝜼𝜼) کران بالایی ≥ 𝑪𝑪𝟏𝟏 ∥ 𝐮𝐮 − 𝐮𝐮𝒉𝒉 ∥𝑯𝑯𝟏𝟏) مین می کند که تضـ

ــت گیرد. این کران با  کم نمیبرآوردگر، خطاي واقعی را دس
 .آیدبه دست می استفاده از هویت گالرکین

𝒆𝒆 خطاي واقعی = 𝐮𝐮 − 𝐮𝐮𝒉𝒉  را در نظر بگیرید. با اسـتفاده از
ه هرابطـ ادلـ ــعیف معـ دي ضـ اي انرژي را بنـ اکم، خطـ اي حـ هـ

  :هاي مرتبط کردمعادله  ماندهتوان با باقیمی

∥ u − uℎ ∥𝐻𝐻1≤ 𝐶𝐶 sup
𝜓𝜓∈𝐻𝐻1

ℛ(uℎ,𝜓𝜓)
∥ 𝜓𝜓 ∥𝐻𝐻1

 

 ماندههاي حاکم است. باقیمانده معادلهباقی 𝓡𝓡(𝐮𝐮𝒉𝒉,𝝍𝝍) که

𝓡𝓡 اقیرا می ه کرد: بـ ــلی تجزیـ ه دو جزء اصـ ده  توان بـ انـ مـ
 .هادر مرزهاي زیرحوزه  هاي شارو پرش داخلی

  :شامل سه جزء است 𝜼𝜼𝒊𝒊 برآوردگر ترکیبی

𝜼𝜼𝒊𝒊 = 𝟎𝟎.𝟒𝟒𝝐𝝐�𝛁𝛁𝒖𝒖,𝒊𝒊 + 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑𝝐𝝐�𝝎𝝎,𝒊𝒊 + 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐𝝐𝝐�𝒓𝒓,𝒊𝒊 

  
نرمالباقی •     طور  :(𝝐𝝐�𝒓𝒓,𝒊𝒊) شدهمانده  به  جزء  این 

  .زندرا تخمین می 𝓡𝓡 مانده داخلیمستقیم باقی
ــرعت و گردابه •     ,𝝐𝝐�𝛁𝛁𝒖𝒖,𝒊𝒊) گرادیان سـ 𝝐𝝐�𝝎𝝎,𝒊𝒊):   این اجزا

کننـد کـه  عمـل می یـابیعنوان برآوردگرهـاي خطـاي درونبـه
هـاي مرزي و  هـاي قوي (مـاننـد لایـههـاي بـا گرادیـاندر نـاحیـه

  .ها) غالب هستندگردابه
نامساوي از  استفاده  معکوسبا  ویژکی هاي  تقریب و  هاي 

میتابع پایه،  باقیهاي  که  داد  نشان  خطاي  توان  و  مانده 
بهدرون هستند.  یابی  مرتبط  واقعی  خطاي  با  محلی  طور 

بنابراین، مجموع وزنی این اجزا، کران بالایی خطاي واقعی  
 .کندرا فراهم می
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𝜼𝜼) کران پایینی ≤ 𝑪𝑪𝟐𝟐 ∥ 𝐮𝐮 − 𝐮𝐮𝒉𝒉 ∥𝑯𝑯𝟏𝟏) کند که تضـمین می
زنـد. این کران بـا  برآوردگر، خطـا را بیش از حـد تخمین نمی

 .آیدبه دست می  هاي بازسازي محلیاستفاده از تکنیک
ــازي محلی  که در هر زیرحوزه ∗𝐮𝐮 با تعریف یک تابع بازسـ

𝛀𝛀𝒊𝒊 از 𝐮𝐮𝒉𝒉 توان نشان داد کههموارتر است، می:  

𝜂𝜂𝑖𝑖 ≤ 𝐶𝐶�∥ u − uℎ ∥𝐻𝐻1(Ω𝑖𝑖)+ H. O. T. � 

 .جملات مرتبه بالاتر هستند .H.O.T که
باقی •      باقیجزء  یک   𝝐𝝐�𝒓𝒓,𝒊𝒊 ماندهمانده:  از  استفاده  با 
 و هویت گالرکین، به خطاي واقعی در زیرحوزه تابع قطع

𝛀𝛀𝒊𝒊 شودمرتبط می.  
یابی  اجزاي گرادیان/گردابه: این اجزا، خطاي درون •    

 𝑯𝑯𝟏𝟏 زنند که خود با خطاي واقعی در فضايرا تخمین می

  .مرتبط است
ســـازي را مانده (که خطاي گســـســـتهترکیب خطاي باقی

ابی (کـه خطـاي تقریـب را کنـد) و خطـاي دروننظـارت می یـ
ارت می ا وزننظـ د) بـ هکنـ اي بهینـ ک برآوردگر هـ شـــده، یـ

اد می ان و  ترکیبی ایجـ ت اطمینـ ابلیـ ه هر دو کران قـ د کـ کنـ
ارایی را برآورده می ــمین میکـ این امر تضـ د.  ه  کنـ د کـ کنـ

ــه ب تـطـبـیـق  گـرهالـگـوریـتـم  کــارآمــد،  و  مـؤثـر  در طـور  را  هــا 
ــهم را در خطـاي کلی دارنـد،  نـاحیـه ــترین سـ هـاي کـه بیشـ

 .کندمتمرکز می
ــدگی  گونـهالگوریتم تطبیق بـه ــده کـه ریزشـ اي طراحی شـ

𝜂𝜂𝑖𝑖 شـود کهزمانی انجام می > 0.3max𝑗𝑗𝜂𝜂𝑗𝑗 شـدگی  و درشـت
𝜂𝜂𝑖𝑖 زمانی که < 0.1max𝑗𝑗𝜂𝜂𝑗𝑗 ها از طریق باشــد. این آســتانه
 .اندسازي شدههاي عددي بهینهآزمایش

 نتخاب پارامترهاا - 4- 2

پارامترهاي کلیدي روش از طریق تحلیل حساسیت تعیین  
با بررسی    3.0، مقدار بهینه  𝒘𝒘𝑻𝑻 اند. براي پهناي انتقالشده

خطا و عدد شرط مشخص شد که تعادل بهینه بین پایداري  
(𝜽𝜽,𝜽𝜽𝒄𝒄) هاي ریزشدگیکند. آستانهو کارایی را فراهم می =

ایجاد   (𝟎𝟎.𝟑𝟑,𝟎𝟎.𝟏𝟏) را  کارایی  و  دقت  بین  تعادل  بهترین 
پارامتر شکلمی به RBF کنند.  𝒄𝒄 صورتنیز  = 𝟏𝟏.𝟐𝟐𝒉𝒉𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚 

بین شرط  مناسبی  تعادل  و  تعیین شده که  ماتریس  بندي 
درون میخطاي  ایجاد  شکل  یابی  تحلیل   3کند.  نتایج 

 .دهدحساسیت را نمایش می

 

 
Fig. 3 Sensitivity analysis of key parameters: (a) Effect of 𝒘𝒘𝑻𝑻 on error and condition number, (b) Effect of matching 

thresholds on node number and accuracy, (c) Effect of RBF shape parameter on interpolation error 
هاي تطبیق بر شمار گره و دقت، (ج)  بر خطا و عدد شرط، (ب) تأثیر آستانه  𝒘𝒘𝑻𝑻 تحلیل حساسیت پارامترهاي کلیدي: (الف) تأثیر 3شکل 

 .یابیبر خطاي درون RBF تأثیر پارامتر شکل

 گیري عددينتگرالا - 5- 2

هانتگرال از کوادراتور  گیري روي زیردامنـ اده  ــتفـ اسـ ا  بـ ا  هـ
له لسـ ود. در نزدیکی مرزهاي  مراتبی انجام میتطبیقی سـ شـ

یابد تا دقت  ها، شــمار نقاط گاوســی افزایش میبین ســطح
ــود و از تخریـب همگرایی جلوگیري  انتگرال گیري حفظ شـ

انتگرال ار  ــربـ ــتراتژي، سـ این اسـ ا    30  گیريگردد.   80تـ
ــافه می ــدي اض کند اما از تخریب همگرایی جلوگیري  درص

 .کندمی

 برقراري شرایط مرزي - 6-2
ــلی روشیکی از چالش ــبکه، برقراري  هاي بدونهاي اص ش

هاي پایه  شـرایط مرزي ضـروري (دیریکله) اسـت، زیرا تابع
MLS    وRBF-P    د و ــتنـ اي کرونکر هسـ د ویژگی دلتـ اقـ فـ

اي گره دارهـ همقـ ابع در اي بـ اي تـ دارهـ ا مقـ ــتقیم بـ طور مسـ
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پیشــنهادي،   AMR-MLPGها برابر نیســتند. در روش گره
 شوند:شرایط مرزي از طریق دو رویکرد مکمل برقراري می

  u=g̅الف) شـرایط مرزي دیریکله: براي برقراري شـرط دیریکله 
ربان   روش   از   ، ΓDوي مرز ر  تفاده  لاگرانژ   کننده ضـ ود می   اسـ .  شـ

 شود: وشته می ن   مرز  روي  انتگرال   صورت به   قید   این 

∫_{Γ_D} μ(uh - g̅) dΓ = 0 

 رویکرد این. اســـت مرز روي لاگرانژ  ضـــریب  μکه در آن 
 مرزي شـرط  سـختی،  ماتریس سـاختار  در  تغییر  به نیاز  بدون

ا رابطـهطور دقیق برقراري میهب ـ را ه  کنـد و بـ انـ ــامـ بنـدي سـ
 ) هماهنگ است.7زینی موجود (معادله  

ــار)   (شــ نیومن  ــرط  شـ نیومن:  مرزي  ــرایط  شـ ب) 
(1/Re)∇u·n = h̅  بندي ضــعیف ر رابطهد طبیعی  طوربه

MLPG  معادله  در مرزي  جمله  عنوانبه  و  شـــودمی  ظاهر  
ــودمی  گنجانده)  2( ــرط جریان، خروجی مرز در.  ش  مرز ش

 p·n - (1/Re)∇u·n = 0  صـــورتبه)  outflow( آزاد
کند. در شــود که تداوم جریان را تضــمین میبرقراري می

ت دگی یا درشـ بکه  رویکرد تطبیقی، هنگام ریزشـ دگی شـ شـ
ا، گره روي مرز در نزدیکی مرزهـ اً  د دقیقـ دیـ اي مرزي جـ هـ

گیرند و شــرایط مرزي مربوطه از طریق هندســی قرار می
ود تا پیوسـتگی قیدها  می برقرارها  یابی محلی به آندرون شـ

 ها ریزشدگی حفظ شود.مرزي در همه سطح

 حل سامانه خطی - 7- 2
ــتفاده از ــامانه زینی با اسـ ــده با    آغاز  باز GMRES سـ شـ

رطیپیش ازي بلوكشـ ود. براي عملگر  قطري حل می-سـ شـ
و براي مکمل شور از  (AMG) مومنتوم از چندشبکه جبري

ــتفاده می گردد. همگرایی  تقریب مبتنی بر قطر ماتریس اس
سـامانه خطی مسـتقل از سـطح ریزشـدگی اسـت و شـمار 

 .ماندباقی می 75تا   35  تکرارها در محدوده

 منظمهاي کم تحلیل همگرایی براي مسئله  -3
ــئله ها نظم  ها در نزدیکی تکینگیهایی که حل آنبراي مس

دهد با  شــود که نشــان میکافی ندارد، قضــیه زیر ارائه می
بندي صـــحیح شـــبکه، نرخ همگرایی بهینه حتی در درجه

 .حضور تکینگی نیز قابل دستیابی است
ه   ــیـ ه  6قضـ ا درجـ بـ ه)(همگرایی  ــبکـ دي شـ ل  بنـ  اگر حـ

𝐮𝐮 ∈ 𝐇𝐇𝐬𝐬(𝛀𝛀)   ا 𝐬𝐬 بـ < ا  در نزدیکی تکینگی گوشـــه 𝟐𝟐 اي بـ
 بنديباشـــد و شـــبکه تطبیقی شـــرط درجه 𝛂𝛂𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦 نماي

𝛒𝛒 = hℓ+1/hℓ < 2−1/(p+1−αmin)  ه:را برآورده کند، آنگا  

∥ u − uℎ ∥𝐿𝐿2≤ 𝐶𝐶ℎmin(𝑠𝑠,𝑝𝑝,𝛼𝛼min+1/2) ∥ u ∥𝐻𝐻𝑠𝑠    (10) 

  
ــیه همگرایی با درجه اثبات ــبکهقض نرخ همگرایی   بندي ش

ه را براي حـل 𝐮𝐮 منظمهـاي کمبهینـ ∈ 𝑯𝑯𝒔𝒔(𝛀𝛀) ا 𝒔𝒔 بـ < در  𝟐𝟐
 .کنداي تضمین میهاي گوشهنزدیکی تکینگی

ــه بـا تکینگی، حـل داراي یـک جزء  𝐮𝐮 در نزدیکی یـک گوشـ
ط نماي تکینگی ت که نظم آن توسـ نظارت   𝜶𝜶𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦 تکین اسـ

ود. در این حالت،  می 𝐮𝐮شـ ∈ 𝑯𝑯𝒔𝒔(𝛀𝛀) با 𝒔𝒔 = 𝜶𝜶𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦 + 𝝐𝝐 که 

𝝐𝝐 >  .کوچک است 𝟎𝟎
درجــه ــرط  شـ کــه  تطبیقی  ــبکــه  شـ یــک   بنــديبراي 

𝝆𝝆 = 𝒉𝒉𝓵𝓵+𝟏𝟏/𝒉𝒉𝓵𝓵 < 𝟐𝟐−𝟏𝟏/(𝒑𝒑+𝟏𝟏−𝜶𝜶𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦) ی مـ رآورده  بـ نــد،  را  کـ
گره ــلـه 𝒉𝒉(𝒓𝒓) انـدازه  فـاصـ بـه 𝒓𝒓 در  تکینگی  ــورتاز   صـ

𝒉𝒉(𝒓𝒓) ∼ 𝒓𝒓𝜷𝜷 ود. این درجهبندي میمقیاس بندي تضـمین  شـ
ــايکنـد کـه خطـاي درونمی (کـه بـه طور   𝑯𝑯𝟏𝟏 یـابی در فضـ

 .کند) بهینه باقی بماندمعمول نرخ همگرایی را نظارت می
بکه درجه ده مناسـب، خطاي درونبنديبراي یک شـ یابی  شـ

  :شوددار میصورت زیر کرانبه 𝑯𝑯𝟏𝟏 در فضاي

∥ 𝐮𝐮 − 𝐮𝐮𝑰𝑰 ∥𝑯𝑯𝟏𝟏≤ 𝑪𝑪𝒉𝒉𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦(𝒔𝒔−𝟏𝟏,𝒑𝒑) ∥ 𝐮𝐮 ∥𝑯𝑯𝒔𝒔 

اندازه گره در دورترین   𝒉𝒉 اسـت و 𝐮𝐮 یابیدرون 𝐮𝐮𝑰𝑰 که در آن
 .نقطه از تکینگی است

ــاي ــه  -، از لم آوبین𝑳𝑳𝟐𝟐 براي تخمین خطـاي در فضـ نیتشـ
  :کنیماستفاده می

∥ u − uℎ ∥𝐿𝐿2≤ 𝐶𝐶 ∥ u − uℎ ∥𝐻𝐻1⋅ sup
𝜓𝜓

ℬ(u − uℎ,𝜓𝜓)
∥ 𝜓𝜓 ∥𝐻𝐻1

 

شده است. با استفاده  هاي گسسته فرم دومتغیره معادله 𝓑𝓑 که
ℬ(u  از هویت گالرکین، − uℎ ,𝜓𝜓) = ℬ(u − u𝐼𝐼 ,𝜓𝜓) + ℬ(u𝐼𝐼 − uℎ,𝜓𝜓) . 

درون خطاي  ترکیب  فضايبا  در  دقیق   𝐻𝐻1 یابی  تحلیل  و 
درون فضايخطاي  در  مسئله 𝐿𝐿2 یابی  داراي براي  هاي 

شده، نرخ همگرایی نهایی  بنديهاي درجه نامنظمی در شبکه
  :آیدبه دست می 𝑳𝑳𝟐𝟐 در فضاي

∥ u − uℎ ∥𝐿𝐿2≤ 𝐶𝐶ℎmin(𝑠𝑠,𝑝𝑝,𝛼𝛼min+1/2) ∥ u ∥𝐻𝐻𝑠𝑠 

می  نشان  نتیجه  درجه این  با  که  شبکه، دهد  بندي صحیح 
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,min(𝑠𝑠 که توسط(  نرخ همگرایی بهینه 𝑝𝑝) شودتعیین می  (
این   در  است.  دستیابی  قابل  نیز  تکینگی  حضور  در  حتی 

𝛼𝛼minحالت،   + نماي همگرایی در نزدیکی تکینگی را   1/2
 .کندنظارت می

درجه  تطبیق شرط  الگوریتم  توسط  که  شبکه،  بندي 
میهدایت برآورده  خطا  با  میشده  تضمین  که  شود،  کند 

بهینه ها بهخطاي تقریب در نزدیکی تکینگی طور مجانبی 
 .کندباشد و از تخریب نرخ همگرایی کلی جلوگیري می

 نتایج عددي -4
روش پیشـنهادي روي چهار مسـئله اسـتاندارد آزمایش شـده  

 .شوندطور مختصر توضیح داده میاست که در ادامه به

 ن با مرز متحركاجری  - 1- 4
 

اي متحرك و عدد  در این مسئله، دامنه مربعی با مانع دایره
دهند  در نظر گرفته شده است. نتایج نشان می  200رینولدز  
3.17برابر   𝐿𝐿2 با خطاي AMR-MLPG که روش × و    10−4

 MLPG گره، عملکرد بهتري نسبت به   24362  استفاده از

4.28یکنواخت با خطاي   × گره دارد. این    90000و    10−4
صد  در  78  اي حدودجویی محاسبه دهنده صرفهنتایج نشان

دهند که روش پیشنهادي  است. کانتورهاي گردابه نشان می
روش به  نسبت  کمتري  عددي  با   ALE-FEM هاياتلاف 

مجدد  شبکه   ;Donea & Huerta, 2003(بندي 

Karadimou, 2018(  نرخ همگرایی مشاهده نیز  دارد.  شده 
پیش 𝒪𝒪(ℎ2.1) برابر نظري  نرخ  از  که  فراتر بینیاست  شده 
فوق می همگرایی  نظریه  با  و  دررود  تطبیقی   FEM بهینه 

)Ainsworth & Oden, 1997; Babuška & Suri, 1994( 
 .سازگار است

 مقایسه عملکرد در جریان مرز متحرك  1 جدول
Table 1 Performance comparison in moving boundary flow 

Method Nodes Error 𝑳𝑳𝟐𝟐 Time CPU (Sec) 
AMR-MLPG 24362 3.17 × 10−4 576 

Uniform MLPG  90000 4.28 × 10−4 2648 
ALE-FEM 42580 8.32 × 10−4 1315 

 
روش  4کل  ش عملکرد  نموداري  را  مقایسه  مختلف  هاي 

هاي  کانتورهاي گردابه در زمان  5دهد و شکل  نمایش می
 .دهدمختلف را نشان می

 
 

  
Fig . 4 Performance comparison of different methods on the moving boundary problem: (a) 𝐿𝐿2 error vs. number of nodes, (b) 

CPU time vs. accuracy. AMR-MLPG is marked with a circle. 
 .در مقابل دقت CPU ها، (ب) زماندر مقابل شمار گره  𝐿𝐿2 هاي مختلف در مسئله مرز متحرك: (الف) خطايمقایسه عملکرد روش   4 شکل

AMR-MLPG    گذاري شده استبا دایره علامت.   
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  Fig . 5 Vortex contours for flow with a moving obstacle at different times (top: AMR-MLPG, bottom: uniform MLPG). The 

adaptive method shows less numerical loss. 
ش  ) رویکنواخت  MLPG :  ، پایینAMR-MLPG:    بالا(  هاي مختلفکانتورهاي گردابه براي جریان با مانع متحرك در زمان  5 شکل

 .دهدتطبیقی اتلاف عددي کمتري نشان می

 ن گوشه ورودي مجدداجری - 2- 4

و عدد   3𝜋𝜋/2شکل با زاویه گوشه  -L در این مسئله، دامنه 
این    500رینولدز   در نظر گرفته شده است. ویژگی خاص 

u صورتمسئله، وجود تکینگی سرعت به ∼ 𝑟𝑟2/3  در گوشه
است. براي بهبود دقت در ناحیه تکینگی، برآوردگر خطا با  

تکینگی   از  آگاه    ) Duflot & Nguyen-Dang, 2007( جز 
𝜌𝜌 شدهگیريبندي اندازهتقویت شده است. نسبت درجه  =

0.72 ± برآورده     0.05 را  نظري  و  میشرط  کند 

شبکهمقیاس اندازه  ℎ(𝑟𝑟) بندي  ∼ 𝑟𝑟0.41 نظر مقدار  ي با 
𝛽𝛽 = 3/7 ≈ تکینگی   0.43 نماي  دارد.  همخوانی 

برابر  استخراج  نتایج عددي  از  است که خطاي   0.668شده 
نظري    0.3تنها   مقدار  به  نسبت  و وضوح    2/3درصد  دارد 

می اعتبارسنجی  را  . )Sheikhi et al., 2022( کند  مجانبی 
هاي قوي  رغم گرادیانمیدان فشار هیچ نوسان مزاحمی علی

 .دهدنشان نمی
  

 مجدد عملکرد در مسئله گوشه ورودي   2 جدول
Table 2 Performance in the reentrant corner problem 

Method Nodes General error Corner error Minimum 𝒉𝒉 
AMR-MLPG 18426 2.85 × 10−4 3.12 × 10−3  1.22 × 10−4  

Uniform MLPG  65536 8.96 × 10−4 2.87 × 10−2  1.25 × 10−2  
FEM  4.25 32458 تطبیقی × 10−4 2.16 × 10−2  5.12 × 10−4  

 
ها در نزدیکی گوشـه و رخ نماي  توزیع تطبیقی گره  6شـکل 
اســتخراج   7دهد و شــکل را نمایش می ℎ(𝑟𝑟) بنديمقیاس

 .دهدنماي تکینگی از نتایج عددي را نشان می
 

 سطح مشترك چند سیالی  - 3-4

چگالی   نسبت  با  دوسیاله  سامانه  مسئله،  این  و    1000در 
لزجت   است    100نسبت  شده  گرفته  نظر   & Susi(در 

Smith, 2013(مجموعه- . تابع سطح 𝜙𝜙)Osher & Sethian, 

ردیابی می ) 1988 را  نیروي سطحی سطح مشترك  و  کند 
می  ) Mirjalili et al., 2017(پیوسته   پرش استفاده  شود. 

یانگ معادله  توسط  Δ𝑝𝑝 لاپلاس-فشار  = 𝜎𝜎𝜎𝜎  نظارت
نتایج نشان میمی با   AMR-MLPG روش  دهند کهگردد. 

تنها   حجم  مشترك    0.18تغییر  سطح  خطاي  و  درصد 
2.36 × از    10−4 استفاده  بهتري   26518با  عملکرد  گره، 

روش به  تغییر  )VOF-AMR )Popinet, 2009 نسبت  با 
 سطح   تیز      حفظ  دارد.    گره    42612و      درصد    0.75حجم  
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Fig . 6 (a) Adaptive distribution of nodes near the re-entrant corner with resolution levels colored, (b) Profile of network size 

h(r) versus distance from the corner with aspect ratio 0.41 (dotted line: theoretical value 3.7) . 
در   ℎ(𝑟𝑟) ها وضوح، (ب) رخ نماي اندازه شبکهآمیزي سطحمجدد با رنگها در نزدیکی گوشه ورودي (الف) توزیع تطبیقی گره 6 شکل

 ) 3/7چین: مقدار نظري  (خط نقطه  0.41مقابل فاصله از گوشه با نماي  
 

 
Fig . 7 Extraction of the singularity view from the local error in log-log coordinates. The slope of the fitted line is 0.668, 

which is consistent with the theoretical value of 2/3 (horizontal dotted line) with an error of 0.3%. 
(خط    2/3است که با مقدار نظري    0.668شده  شیب خط برازش  .log-log استخراج نماي تکینگی از خطاي محلی در مختصات  7 شکل

 .همخوانی دارد  %0.3چین) با خطاي  افقی نقطه
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هاي یکنواخت جلوگیري شدگی در روشمشترك از پخش
روشمی به  نسبت  برتر  انرژي  حفظ  و  جایگزین  کند  هاي 
 ت. اس

تکامل زمانی ســطح مشــترك و توزیع تطبیقی  8شــکل 
ــکـل  هـا را نمـایش میگره حفظ حجم در طول   9دهـد و شـ

 .دهدزمان را نشان می

 عملکرد سطح مشترك چندسیالی  3 جدول
Table 3 Multi-fluid interface performance 

  Method Volume change   (%) Surface error  Nodes  Time CPU (Sec) 

AMR-MLPG 0.18 2.36 × 10−4  26518  853 
VOF-AMR 0.75 6.45 × 10−4  42612  1238 

Front-Tracking 0.05 1.97 × 10−4  38426  1642 

 
Fig . 8 Time evolution of the multifluid interface (top: t=0.5,1.0,1.5,2.0) with adaptive node distribution (bottom). Nodes are 

dynamically concentrated near the interface. 
𝑡𝑡 :بالا) تکامل زمانی سطح مشترك چندسیالی  8ل شک = طور پویا در نزدیکی  ها بهها (پایین). گره با توزیع تطبیقی گره  (0.5,1.0,1.5,2.0

 .شوندسطح مشترك متمرکز می 

 
Fig . 9 Volume retention over time for different methods. AMR-MLPG has a volume change of 0.18%, which is a significant 

improvement over VOF-AMR (0.75%). 
 VOF-AMR (0.75%) دارد که نسبت به  %0.18تغییر حجم  AMR-MLPG .هاي مختلفحفظ حجم در طول زمان براي روش   9 شکل

 .بهبود قابل توجهی است 
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 گرین- گردابه تیلور  - 4-4
عدد   و  معلوم  تحلیلی  با حل  تناوبی  دامنه  این مسئله،  در 

 ,Abdelsamie et al., 2021; Hartmann(  100رینولدز  

دهند که  در نظر گرفته شده است. نتایج نشان می  )2021
درصد    0.28با خطاي انرژي جنبشی   AMR-MLPG روش

3.42و خطاي گردابه   × گره،    18756با استفاده از    10−4
 ,Karniadakis & Sherwin(  هاي المان طیفیبه دقت روش

شود. حفظ گردابه و تکامل انرژي انحراف نزدیک می  )2005
از   تحلیلی    0.5کمتر  حل  به  نسبت   & Lusher(درصد 

Sandham, 2021(  این نشان می دهد. ویژگی جالب توجه 
در    10000به    20000ها از  مسئله، کاهش پویاي شمار گره

شبیه  نشانطول  که  است  در  سازي  روش  توانایی  دهنده 
 .هاي متغیر جریان استتطبیق با ویژگی

کل  ی را نمایش می  10شـ دهد و  تکامل زمانی انرژي جنبشـ
سـازي را ها در طول شـبیهکاهش پویاي شـمار گره 11شـکل 

 .دهدنشان می
 

 مطالعه همگرایی  - 5-4
راي ارزیابی جامع نرخ همگرایی، مطالعه منظمی با افزایش ب

ــده اســت. شــکل   نتایج این مطالعه را  12وضــوح انجام ش
ایش می ه نرخ همگرایینمـ د کـ  را براي روش 𝒪𝒪(ℎ2.1) دهـ

AMR-MLPG ند.کتأیید می  
 

 گرین-عملکرد گردابه تیلور 4 جدول
Table 4 Taylor-Green vortex performance 

Method Energy error   (%)  Vortex error Nodes 

AMR-MLPG 0.28 3.42 × 10−4 18756 

Uniform MLPG 2.13 1.18 × 10−3 65536 

Spectral element 0.05 1.12 × 10−5 16384 

 
Fig . 10 Time evolution of the normalized kinetic energy in the Taylor-Green vortex. AMR-MLPG performs excellently with 

an error of 0.28% compared to the analytical solution (black line). 
نسبت به حل تحلیلی (خط   %0.28با خطاي   AMR-MLPG .گرین-شده در گردابه تیلورتکامل زمانی انرژي جنبشی نرمال  10 شکل

 .سیاه) عملکرد عالی دارد
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Fig . 11 Time evolution of the number of active nodes in the Taylor-Green simulation. The method dynamically reduces the 

nodes from 20,000 to 10,000 as the vortices decay. 
دهد  کاهش می 10000به   20000ها را از  طور پویا گره گرین. روش به-سازي تیلورهاي فعال در شبیهکامل زمانی شمار گره ت  11 شکل

.هاهمزمان با زوال گردابه 

 
Fig . 12 Convergence study for all four laboratory problems on log-log axes. Reference lines are shown with slopes of 2.0 and 

2.1. AMR-MLPG maintains a rate of 2.1 across all problems. 
نشان داده    2.1و   2.0خطوط مرجع با شیب   .log-log العه همگرایی براي همه چهار مسئله آزمایشگاهی در محورهايمط   12 شکل

 .کندهاي حفظ می را در همه مسئله  2.1نرخ    AMR-MLPG.اند شده 
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 گیري بحث و نتیجه -5
 هاي موجودمقایسه با روش  - 1-5

هاي تطبیقی  روش پیشنهادي در چهار جنبه نسبت به روش 
 Hu(  تطبیقی RKPM موجود پیشرفت دارد. در مقایسه با

et al., 2019; Liu et al., 1995،(  مراتبی  هاي پایه سلسلهتابع
اي،  با اثبات ریاضی یکنواختی پوشش و بازسازي چندجمله 

کند و منجر  ها مختلف تضمین میکیفیت تقریب را در سطح
شود. در  ها با حفظ دقت میدرصد شمار گره  42به کاهش  
با ، )Dobravec et al., 2022(  تطبیقی RBF-FD مقایسه 

از فرم ضعیف پتروف گالرکین با قیدها بقا، حفظ  -استفاده 
کند که خطاي حجمی  جرم و تکانه را در مرزها تضمین می

درصد کاهش    0.18درصد به    3تا    1را از محدوده معمول  
بامی مقایسه  در   ,.Södersten et al(تطبیقی   SPH دهد. 

را فراهم  inf-sup هاي لاگرانژ پایداري، رویکرد ضریب )2022
بندي مجدد را کند و براي مرزهاي متحرك، سربار شبکه می

می کاهش  حذف  به  منجر  که  هزینه    56کند  درصد 
میمحاسبه بااي  مقایسه  در    hتطبیقی FEM شود. 

)Zienkiewicz & Zhu, 1992 ( انعطاف حوزه نیز،  پذیري 
روش بدونپشتیبانی  را هاي  گوشه  خطاي  وضوح  شبکه، 

بهبود می اعوجاج شبکه  مرتبه  بدون مشکلات  و یک  دهد 
 .کندبهبود در دقت ایجاد می

 
 CFDشبکه  بدونهاي  مقایسه با سایر روش - 2-5

شبکه مورد بحث، موقعیت هاي تطبیقی بدونفراتر از روش 
شبکه  روش پیشنهادي نسبت به رویکردهاي برجسته بدون

 ايکنیم. روش لاگرانژي ذرهرا روشن می CFD مبتنی بر

SPH   )Lai et al., 2022  (ها مشترك مواد در ردیابی سطح
جایی طبیعی ذرات عالی است.  ها آزاد از طریق جابه و سطح

با این حال، دقت به طور معمول نیازمند شمار بالاي ذرات  
و چالش SPH است  و  کششی  ناپایداري  از  هاي  استاندارد 

 بندي اویلريبرد. رابطهبرخورد با مرزهاي دیواري رنج می

MLPG     ردیابی مشابه  دقت  به  تطبیقی  ریزشدگی  با  ما 
هاي محصور دست  سطح مشترك با کارایی بهتر در دامنه 

کنیم که رویکرد اویلري ما  آید. با این حال، ما اذعان میمی
هاي شدید سطح  هاي جریان با تغییرشکل سازيبراي شبیه 

آزاد (مانند شکست قطره یا پاشش) که در آن ردیابی مرز  
هاي  به صورت ذاتی دشوار است، ممکن است نسبت به روش

مانند ضعیف  SPH/ULPH لاگرانژي  داشته  عملکرد  تري 
 مشکلات سازگاري )  ULPH  )Yan et al., 2019 باشد. روش

SPH    را از طریق اصلاحات هسته مرتبه بالاتر و چارچوب
سازي دقیق جریان کند و شبیه روزشده حل میلاگرانژي به

سازد. در حالی  چندفازي با کاهش پخش ذره را ممکن می
هاي شدید نشان  حفظ انرژي عالی را در جریان ULPH که
شبیه می براي  آن  لاگرانژي  ماهیت  زمان  سازيدهد،  هاي 

تطبیقی  MLPG .طولانی نیازمند توزیع مجدد ذرات است
محاسبه کارایی  جریانما  براي  برتر  با  اي  غالب  هاي 

بندي ذرات،  هاي موضعی دارد بدون مشکلات خوشه ویژگی
مدیریت  تغییرشکل  ULPH هرچند بهتر  را  شدید  هاي 

روشمی بین  انتخاب  کهکند.  دارد  بستگی  کاربرد  به   ها 

SPH/ULPH   در سناریوهاي لاگرانژي عالی هستند در حالی
مسئله MLPG که براي  نیازهاي  تطبیقی  با  اویلري  هاي 

می داده  ترجیح  موضعی  اصلی  ریزشدگی  مزیت  شود. 
تطبیق ما،  هدایتچارچوب  دقیق  با  پذیري  خطا  با  شده 

شده است که در حال حاضر در  هاي همگرایی اثباتویژکی
 ,SPH/ULPH  )Niedoba & Rabczukهايسازياکثر پیاده

 .فاقد آن است ) 2013

 
   شدهمشاهده  نهیبهفوقهمگرایی   - 3-5

همگرایی مسئله 𝒪𝒪(ℎ2.1) نرخ  در  و  که  متحرك  مرز  هاي 
نظري-تیلور مقدار  از  شد،  مشاهده  براي  𝒪𝒪(ℎ2) گرین 
 رود. این پدیده که در ادبیاتهاي درجه دوم فراتر میپایه

FEM است شده  مستند  نیز   & Ainsworth(  تطبیقی 

Oden, 1997; Babuška & Suri, 1994( ناشی از قرارگیري ،
ها توسط برآوردگر خطا است که وضوح را در  هوشمند گره

ها غالب است. کند که خطاي کلی در آننقاطی متمرکز می
معیار  سه  ترکیب  با  پیشنهادي  ترکیبی  خطاي  برآوردگر 
مختلف، توانایی شناسایی منابع اصلی خطا را دارد و این امر  
منجر به تبدیل بهبودهاي دقت موضعی به بهبودهاي کلی  

 .شودمی
 

 ايکارایی محاسبه  - 4-5
هاي مختلف مشاهده شد، از  بهبودهاي کارایی که در مسئله



 1405، شفیعی و  نژادموسوي ...  با ریتراکم ناپذ الاتیس انیجر لیتحل
 

 Journal of Hydraulics  
21(3), 2026 

20 
 

 

برابر براي گوشه   3.5برابر براي مرز متحرك و    4.6جمله  
یکنواخت، ناشی از سه عامل   MLPG مجدد نسبت بهورودي

مراتبی که هزینه  گیري سلسلهاصلی است. نخست، انتگرال
شدگی  دهد. دوم، درشتهاي هموار کاهش میرا در ناحیه 

- هاي جریان که در مسئله تیلورپویا همزمان با زوال ویژگی
کاهش   به  منجر  گره  50گرین  شمار  سوم،  درصد  شد.  ها 

گر خطی مستقل از شبکه که شمار تکرار را همگرایی حل
محدوده  سطح  75تا    35  در  همه  حفظ در  ریزشدگی  ها 

انتگرالمی سربار  بینکند.  که  تطبیقی    80تا    30  گیري 
گره شمار  چندبرابري  کاهش  با  است،  جبران درصد  ها 

اي را نمایش  تحلیل جامع کارایی محاسبه  13شود. شکل  می
 .دهدمی

 

 
Fig . 13 Computational efficiency analysis: (a) Efficiency 

over uniform MLPG on four problems, (b) CPU time 
decomposition into different components (assembly, 

solution, integration, adaptation). 
 نسبت به ورياي: (الف) بهره تحلیل کارایی محاسبه  13 شکل

MLPG یکنواخت در چهار مسئله، (ب) تجزیه زمان CPU   به
 .یري، تطبیق) گ اجزاي مختلف (مونتاژ، حل، انتگرال 

 گیري نهایینتیجه - 5-5
چندوضوحی    تطبیقی  الگوریتم  یک  پژوهش  این 

با چهار نوآوري اصلی ارائه داده   MLPG (چندمقیاسی) براي
سلسله پایه  نخست،  نوآوري  ویژکیاست.  با  هاي  مراتبی 

اي است که کیفیت یکنواختی پوشش و بازسازي چندجمله 
کند. نوآوري دوم، ها مختلف تضمین میتقریب را در سطح 

هاي قابلیت اطمینان است  برآوردگر خطاي ترکیبی با کران
هاي نیازمند ریزشدگی را  که توانایی شناسایی دقیق ناحیه

از فراهم می مرزها  بقا در  نوآوري سوم، حفظ قوانین  کند. 
ضریب  که طریق  است  پایداري  تضمین  با  لاگرانژ  هاي 

می حداقل  به  را  حجمی  چهارم،  خطاهاي  نوآوري  رساند. 
منظم است هاي کمدستیابی به همگرایی بهینه براي مسئله 

هاي با تکینگی را فراهم  سازي دقیق مسئلهکه امکان مدل
 .کندمی

هاي نظري را تأیید کرده و  بینیاعتبارســـنجی عددي پیش
بت به تطبیقی و   FEMیکنواخت،  MLPG عملکرد برتر نسـ

 78  دهد. کاهش تابندي مجدد را نشان میهاي شبکهروش
ــمار گره ــد ش ــاندرص دهنده  ها با حفظ یا بهبود دقت، نش

 .اي بالاي روش استکارایی محاسبه
 

 تضاد منافع نویسندگان
ــندگان این مقاله اعلام می ــاد  نویس دارند که هیچ گونه تض

منافعی در خصــوص نگارش و انتشــار مطالب و نتایج این 
 پژوهش ندارند.
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