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Abstract 

Introduction: The shallow water equations are a set of hyperbolic balance laws that describe 

the behavior of water flow in shallow regions such as rivers, lakes, and oceans. Solving 

hyperbolic balance laws poses significant challenges due to the presence of non-conservative 
terms, shocks and discontinuities. Analytical solutions are limited to simplified cases, so 

numerical methods are often employed to solve these equations. Numerical schemes 

addressing these balance laws must ensure the well-balanced property (Bermudez and 
Vázquez 1994), ensuring that discretized numerical fluxes must exactly balance by the 

approximated source terms. These types of numerical schemes utilize upwind/flux splitting 

techniques to handle wave propagation and discontinuities. Such well-balanced approaches 
work well for supercritical or subcritical regions but are known to struggle when Riemann 

problem includes both (LeFloch and Thanh 2011)- particularly in trans-critical flows and 

hydraulic jumps. To address this, various treatments, such as entropy fixes, shock fitting 
techniques, have been developed. Notably, Akbari and Pirzadeh (2022) introduced a set of 

shockwave fixes to cure the numerical slowly moving shock anomaly. Their approach is 

advantageous in accurately capturing the hydraulic jump. However, such scheme is only 
first-order accurate, as higher-order schemes progress, it becomes necessary to extend such 

technique to greater accuracy in high-resolution schemes. 

Methodology: A second order well balanced numerical scheme has been designed for the 
shallow water equations using a semi-discrete MUSCL reconstruction. The first step in the 

semi-discrete finite volume method is to discretize the governing equations in space. For the 

one-dimensional shallow water equations, this involves dividing the computational domain 
into a set of control volumes and approximating the integral form of the conservation 

equations over each control volume. By considering the fluxes at the control volume 

interfaces and accounting for the source terms, a system of ordinary differential equations 
(ODEs) can be obtained. To ensure accurate and stable solutions, a second-order finite 

volume approach is employed for spatial discretization. The proposed approach aims to 

exactly preserve all steady states of shallow water equations while maintaining the second 
order of accuracy. To achieve this, we extend a recently developed fully well-balanced 

scheme, called HLL-MSF, to higher-order of accuracy. To upgrade the first-order HLL-MSF
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scheme to second order while maintaining the same well-balanced property of the first order 
one, a MUSCL reconstruction approach with a suitable weighted technique is proposed. The 

weighted approach allows the numerical scheme to revert to the first order scheme with 

shockwave fixes at hydraulic jumps or at trans-critical points. Appropriate flux limiters are 
also introduced to ensure the well-balanced property of the numerical scheme in smooth 

steady state cases. The method's accuracy and stability are attributed to these carefully 

chosen flux limiters and weighted coefficients. The final step in the semi-discrete finite 
volume method involves time integration to advance the solution in time. In this paper, the 

third order explicit Runge-Kutta method is chosen as the time integration scheme. By 

combining the second-order finite volume spatial discretization and the third-order explicit 
Runge-Kutta time integration scheme, the proposed finite volume method ensures higher-

order accuracy in both space and time.  

Results and Discussion: To verify the well-balanced property and the second order of 
accuracy of the proposed numerical scheme several numerical examples and benchmarks 

found in the literature including both steady and unsteady cases are presented. For 

numerical experiments that have analytical or reference solutions, numerical errors are 
calculated using L1 and L∞ norms. The first test case is devoted to the simulation of steady 

state at rest or the lake at rest situation. Numerical errors demonstrate that the proposed 

scheme is exactly well-balanced in this case. The second test case addresses a smooth steady 
state of trans-critical flow over a bump. The proposed second order scheme is confirmed to 

capture the smooth steady state precisely (Table 1). We also perform experiments on trans-

critical flow with hydraulic jump to see how the proposed scheme behaves when the 
solution contains a shock discontinuity. Unlike the traditional higher-order schemes which 

often use the pre-balanced shallow water formulation to achieve the exact conservation 

property on steady state cases at rest, the proposed second order scheme can capture both 
smooth and non-smooth (Hydraulic jump) parts exactly with no smears and oscillations 

(Table 1). An additional test case is conducted to confirm the second order accuracy of the 

numerical scheme. Table 2 Illustrates that the intended accuracy is clearly achieved. Finally, 
three numerical experiments are conducted in quasi-steady and unsteady conditions 

including slowly moving shocks over flat or discontinuous topography. The higher-order 

approximate solvers are known to achieve better accuracy for such flows than the first order 

counterparts.  

Conclusion: In this paper, second-order well-balanced numerical schemes are developed for 

the solution of one-dimensional shallow water equations. The approach accurately models 
different regimes of the flow accurately. The advantage of the proposed scheme over existing 

higher-order schemes is the fully well-balanced and entropy satisfying properties, where all 

steady states solutions are exactly preserved.   

Keywords: Higher-order scheme, Shallow Water Equations, Steady States, Post-shock 

Oscillations, Hydraulic Jump. 
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ارائه یک روش عددی با دقت مرتبه دو کاملا متعادل و سازگار با  

 دستگاه یک بعدی آب کم عمق  شرایط آنتروپی برای

 *2بهاره پیرزاده  ،1مجید اکبری
 

   .دکتری مهندسی آب و سازه های هیدرولیکی، گروه مهندسی عمران، دانشکده مهندسی شهید نیکبخت، دانشگاه سیستان و بلوچستان، ایران یدانشجو -1

 . دانشیار، گروه مهندسی عمران، دانشکده مهندسی شهید نیکبخت، دانشگاه سیستان و بلوچستان، زاهدان، ایران -2
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 www.jhyd.iha.irگاه نشریه هیدرولیک: وب      ⸙⸙⸙       01/07/1403، نقد و بررسی: 1402/ 15/05، پذیرش: 09/04/1402دریافت: 

های یک بعدی آب کم عمق با وجود جملات چشمه ناشی از  در این پژوهش، یک روش عددی با دقت مرتبه دو برای حل معادله :یدهچك

ها حفظ وضعیت های دائمی جریان بدور از نوسانات غیرفیزیکی اهمیتتت  تغییرات بستر توسعه داده شده است. برای حل عددی این معادله

های آب کم عمق شامل اختشاش های جزئی از ایتتن وضتتعیت هتتای دائمتتی  سازی های کاربردی از معادلهاساسی دارد چرا که بیشتر شبیه

هتتا قتتادر بتته  های اخیر تکنیک های متعدی برای حفظ جریان های دائمی پیشنهاد شده است. با این حال اکثتتر ایتتن روشهستند. در سال

ارند حداکثر از مرتبه یک دقت می باشند. در ایتتن مقالتته یتتک روش  حفظ تمام وضعیت دائمی نیستند و روش هایی هم که چنین ویژگی د

مرتبه دو که قادر به حفظ تمام وضعیت های دائمی است توسعه داده شد. آزمایش های متنوعی برای صحت ستتنجی روش پیشتتنهادی در  

شبیه سازی جریان های دائمی انجام شد. نتایج عددی نشان داد که روش عددی پیشنهادی قادر به حفظ تمام وضعیت های دائمی جریان  

گرهای تخمینی مرتبه یک برای شتتبیه ستتازی جریتتان هتتای شتتبه  است.  روش مرتبه دو پیشنهادی همچنین از دقت بهتری به نسبت حل

 باشد.دائمی و غیر دائمی برخوردار می

 

 آب کم عمق، وضعیت های دائمی، نوسانات پسا شوک، پرش هیدرولیکی.  روش مراتب بالای دقت، معادله:  كلیدواژگان

 
 

 

 مقدمه -1
دستگاه یک بعدی آب کم عمتق یتا همتان ستینت ونانتت 

(Saint-Venant, 1871) ویهتتای هتتذلولاز دستتته معادلتته 

قوانین پایستگی جرم و مومنتم است که برای مدل ستازی 

کتار   ههتا و مختازن بتها، دریاچتهجریان رودخانه ها، کانال

کتردن در متدل  ویتژههتا بوتور  رود. کاربرد این معادلتهمی

جریان های متغیر سریع مانند پهنه بندی سیلاب ناشتی از 

و موج ناشی  (Valiani, Caleffi et al., 2002)شکست سد 

 ستاحلر د(  Sánchez-Linares et al., 2015)از ستونامی 

حتل های آب کتم عمتق اقیانوس هاست. از آنجا که معادله

ندارد اغلب از روش هتای عتددی ماننتد   فرم بسته  یلیتحل

 های مبتنی بر شبکه اختلاف محدود و حجم محدودروش

(Eslamloueyan and Amiri, 2020)  های بدون و یا روش

شتتبکه ماننتتد روش هیتتدرودینامیک مرات همتتوار،  تتتابع 

رای ( بتMosavi Nezhad and Makouei, 2021) شتعاعی

 شود.  ها استفاده میحل آن

دارای راه حل های   ویهای دیفرانسیل جزیی هذلولدستگاه

عمتق آب کم  ویپیوسته و ناپیوسته هستند. دستگاه هذلول

همگن بدلیل وجود جملات چشمه ناهمچنین یک دستگاه  

چشتتمه متتی توانتتد ناشتتی از نیروهتتای  هتتایجملتتهاستتت. 

 اصوحکاکی بستر، نیروی کوریولس و یا ناشی از تغییترات

هتای غیتر همگتن داری نتو  شیب بستر باشتند. دستتگاه

حل های دائمتی هستتند کته در آن گرادیتان خاصی از راه

حتل گیترد.  چشتمه در تعتادل قترار متی  هایجملهشار با  

اهمیت بالایی است چرا که شبیه  دارایهای دائمی وضعیت

عمتق اغلتب شتامل های مربوط بته جریتان آب کتمسازی
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های های جزئی از این وضعیت های دائمی )جریانتشاشغ ا

طتور عتددی هتایی بتهدائمی( اند. حل چنین وضعیت  شبه

های که نتوانند به دقت چنتین چندان ساده نیست و روش

غیر   هایتعادلی را برقرار کنند ممکن است منجر به نوسان

سازی جریان دائمتی و شتبه فیزیکی قابل توجهی در شبیه

دائمی شوند. بزرگی این نوسانات اغلب رابوه مستقیمی بتا 

شبکه گسسته سازی شده دارد و با ریز کردن شتبکه   اندازه

را کاهش داد. بتا ایتن   هامورد استفاده می توان این نوسان

سازی هتای کردن شبکه گسسته شده برای شبیه  ریز  حال

. بتا تعریت  شتودتواند راه حل مناسبی تلقتی  گسترده نمی

  Bermudez and Vázquez (1994)توستت   ارائتته شتتده

های عددی کته جریتان دائمتی ستکون آب )بتا دبتی روش

صفر( را مستقل از شبکه گسسته سازی حفظ کننتد دارای 

مشخصه پایستگی هستند. تتاکنون روش هتای گونتاگونی 

برای حفظ مشخصه پایستگی توسعه داده شده است که از 

 ,Audusse)تتوان بته بازستازی هیدرواستتایکی جمله متی

Bouchut et al. 2004)  و روش پتیش تتوازن(Rogers, 

Borthwick et al. 2003) چشمه اشاره کرد.  هایهجمل 

هایی می توانند جریان ستکون آب را رویکردهرچند جنین  

حفظ کنند اغلب، قابلیت حفظ دیگر وضعیت هتای دائمتی 

جریان شامل جریان های دائمی با دبتی غیتر صتفر، ماننتد 

جریان های گذاری بحرانی )با و بدون پرش هیدرولیکی( را 

عتادل عتددی بترای های متندارند. در سال های اخیر روش

اند که قابلیت حتل دقیتق حفظ انرژی نیز توسعه داده شده

-Murillo and García) جریان های دائمی پیوسته را دارند

Navarro 2013)ها بر حفظ پایستگی . ایده اصلی این روش

پیوسته جریان است. با ایتن   نواحیتوامان جرم و انرژی در  

 حال تحقیقات کمتری در زمینه جریتان هتای دائمتی بتا

وجود ناپیوستگی ها )پرش هیدرولیکی( انجام شتده استت. 

ها با روش های معمول حجم محتدود اغلب حل ناپیوستگی

همراه با اتلاف عددی بالا و یا نوسانات غیر فیزیکتی استت. 

با ریزکردن  به طور معمولر فیزیکی بزرگی این نوسانات غی

 شبکه نیز از بین نمی روند.  

گرهتای تقریبتی های عددی حجم محدود شامل حلروش

ریمان اغلب برای شبیه سازی جریان هتای زیتر بحرانتی و 

هتا فوق بحرانی دقت مولوبی دارند. با این حتال ایتن روش

های انتقالی )گذرای بحرانی از حالتت زیتر ی که جریانوقت

های ستریع جریان  هنگامی کهبحرانی به فوق بحرانی( و یا  

تدریجی فوق بحرانتی کته بته علتت یتک متانع بته پترش 

شوند را مدل می کنند از دقتت کمتی هیدرولیکی ختم می

 هتتایبرختتوردار بتتوده و حتتتی ممکتتن استتت بتتا نوستتان

باشتند. بترای غیرفیزیکی و یا ناپایداری کامل حتل همتراه  

های گوناگونی توصتیه روشبهبود حل جریان های انتقالی  

 Harten and) وپتیشده که به تکنیتک هتای اصتلان آنتر

Hyman, 1983)  موجتود در حتل  عیوبشهورند. از دیگر م

غیر فیزیکی روی پرش هیتدرولیکی   هایتوان به نوسانمی

پستا شتوک نیتز   هایبه نوسانها  از آن  اغلب  اشاره کرد که

(Arora and Roe, 1997) شود. یاد می 

پستا   هتایهای متنوعی برای کتاهش نوستانتاکنون روش

 Arora and Roe, 1997, Zaide) شوک پیشنهاد شده است

and Roe, 2012)های . توسعه اغلب این تدابیر برای معادله

های اخیر تحقیقاتی در بوده است. در سال  ویهمگن هذلول

همگن نیز انجام شده است. از ناهای  این زمینه برای معادله

 Navas-Montilla andجمله این تحقیقات متی تتوان بته 

Murillo (2019) و Akbari and Pirzadeh (2022)   اشاره

با استفاده از  Navas-Montilla and Murillo (2019)کرد. 

غیر فیزیکی پستا   هایسازی رو در محل پرش نوسانخوی

انتد طور قابل توجهی کتاهش دادهشوک با وجود بستر را به

گر مرتبه یک رو قابل با این حال این تکنیک تنها برای حل

توانتد اعمال بوده و همچنین این نتو  خوتی ستازی نمتی

بتا جریان دائمی بروی بستر با وجود پترش هیتدرولیکی را  

دو دستته  Akbari and Pirzadeh (2022)حل کنتد.  دقت

ارائته   به طور جداگانهاصلان موج شوک کند رونده و ایستا  

باز تولید صحیح سرعت و بزرگی موج   روشدادند. ایده این  

شوک درون معادله تعادل مومنتم بود. در این روش نه تنها 

پسا شوک بته طتور قابتل ملاحاته ای کتاهش   هاینوسان

یافت بلکه با این شیوه از خوی سازی در وضتعیت دائمتی، 

حل دقیق پرش هیتدرولیکی ایستتا قابتل دستتیابی بتوده 

گرهای قابل اعمال بروی حل  روشاست. گذشته از آن، این  

مختل  مرتبه یک ریمان نیز می باشتد. هرچنتد کته ایتن 

های ها نیز از مرتبه یک دقت بوده است و برای جریانروش

هتای مرتبته دقت پایینی به نسبت روش  دارایشبه دائمی  
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 باشند.می  بالا

 ویهای هتذلولها و معادلهبرای حل دستگاه  که  واضح است

هستتیم. مبنتای  نیازمند روش های تسخیر شوک بالاسوی

های بالاسوی رویکرد گودونوف متی باشتد کته در آن طرن

 ,Toro)ریمان در مرز ستلولی حتل متی شتود  مسئلهیک 

دست آوردن حتل   هب  ازمندینگودونوف    اصلی  روش.  (2009

. وجتتود تکتترار در استتتتکتترار  قیتتاز طر متتانیله رئمستت

قابتل  زانیرا به م  هاهمحاسب  نهیهز  مانیر  قیدق  گرهایحل

معمتولا   هتاهحجم از محاستب  نیدهد. ا  یم  شیافزا  یتوجه

. در ستتین  ریپتذ  هیتوج  دهیچیبزرگ و پ   یهادستگاه  یبرا

نتتایجی قابتل   متانیر  رتکرا  ریغ   ینیتخم  یمقابل روش ها

حتال   نی. با اندینما  یم  دیتول  یعدد  قبول در سوح اهداف

ستتاده  اریهرچنتتد بستت ینتتیتخم یهتتاروش نیتتاز ا یبعضتت

نمتی حتل مولتوب    کیت  یبترا  یدقت کتاف  دارایهستند  

در رویکرد گودونوف مقادیر درون سلولی به صتورت   .باشند

وشتی نتوعی شتوند. چنتین ریکنواخت در نار گرفتته متی

ها به شیوه بالاسوی با دقت مرتبه یک استت. سازی دادهباز

van Leer (1979)  رویکرد گودونوف را بتا در ناتر گترفتن

صورت خوی بته جتای استتفاده از مقادیر درون سلولی به  

حالت یکنواخت )ثابت( به رویکترد بتا مراتتب بتالای دقتت 

جایی که توسعه داد. از آن  MUSCLپیشنهادی خود با نام  

گرهای دقیق ریمان نیازمند صرف هزینه و زمتان قابتل حل

 MUSCLگرهای تخمینتی بتا رویکترد توجهی هستند حل

هتای تمی توانند جایگزین مناسبی برای رستیدن بته دقت

گرهای تقریبی از نار با حل  MUSCLبالاتر باشند. رویکرد  

بهتتری  و بتازده نه تنها ارزان بلکه کارایی هاهمحاسبهزینه  

گرهای مرتبه بتالای دقتت بترای دارند. به عنوان مثال حل

تواننتد بتا حفتظ دقتت   متیهای گسترده  سازی پهنهشبیه

. بتا ایتن استفاده کننتد  های با نقاط کمترشبکه  مولوب از

توانند راه حلی نمی  ی دقتبالا  هایتبههای با مرحال روش

. نماینتدسازی تضمین  بدور از نوسان را در تمام نقاط شبیه

مشتکل   نایت  کتردن  طترفبر  یمتداول بترا  هایاز راه  یکی

 گرهتایاست کته در آن حتل  یبیترک  یهااستفاده از روش

شوند تا دقت مورد ناتر   یم  بیبا هم ترک  یمختلف  تقریبی

بته طتور   انیتجر  دانیتم  سازی یکشبیهحاصل گردد. در  

 وستتهیپ   یهتاله از قستمتئنقاط حتل مست  شتریب  معمول

 کیتنزد  دیشتد  یهاانیحال گراد  نیشوند. با ا  یم  لیتشک

نقتاط استت کته  نیت. در اشکل می گیرندشوک    یموج ها

 اریبست  جیتواننتد نتتا  یستاده مت  تقریبتی  گرهایاغلب حل

بالای دقتت   مرتبههای با  گردر مقابل حلداشته و    یفیضع

 غیتر فیزیکتی و در نتیجته  هتایممکن است باعث نوستان

 یهتاروش  یاصتل  دهیت. اشوند  یکامل روش عدد  ناپایداری

ساده تر با دقت کم   ینیتخم  گرهایاستفاده از حل  یبیترک

و  انیتتجر وستتتهی( در منتتاطق ناپ کیتت)بتتا دقتتت مرتبتته 

یکتی از استت.    هتانقوه  گریدر د  شتریبا دقت ب  ایهگرحل

این رویکردهای ترکیبتی نتام آشتنا بترای حفتظ پایتداری 

 TVDهای با مراتب بالای دقت رویکترد نتام آشتنای  روش

 TVDاست. در رویکرد کاهش تغییرات کل یا بته اختصتار  

ها با برگشتت اپیوستگین Harten (1983)ارائه شده توس  

به مرتبه یک دقت در محل گرادیتان هتای شتدید بتدور از 

شوند. این رویکرد در نتیجه غیرفیزیکی حل می  هاینوسان

بتالای  تبتههای پیوسته حل از مراجازه می دهد در قسمت

توان با جزییات دقت استفاده شود تا مشخصات جریان را به

 هتایبیشتری حل نمود. در مقابل برای جلوگیری از نوسان

هتای غیر فیزیکی در نزدیکی گرادیان هتای بتزرگ از روش

 تخمینی ریمان مرتبه یک استفاده می گردد.  

های با مراتب جا که تحقیقات کمتری در زمینه روشاز آن

وضتعیت هتای دائمتی   همتهبالای دقت که قادر به حفتظ  

 روشجریان باشند انجام شده است، در این پتژوهش یتک  

های غیر همگن آب کتم تبه دو دقت برای معادلهعددی مر

توسعه داده   MUSCLهای  هعمق با استفاده از بازسازی داد

روش پیشنهادی در این تحقیق به غیر از حفتظ .  استشده

 مرتبه دو دقت دارای سه ویژگی افزوده شده زیر می باشد:

 پیوسته جریان  هایناحیههای دائمی در حفظ وضعیت  -1

های دائمی در نتواحی ناپیوستته جریتان حفظ وضعیت  -2

 )پرش هیدرولیکی(

 های پسا شوک در جریان غیر دائمیکاهش نوسان  -3

ستنجی روش عتددی پیشتنهادی   در نهایت بترای صتحت

های دائمی و غیر دائمی چندین آزمایش در وضعیت جریان

نشتتان از بهبتتود  یعتتدد یهتتاآزمایشانجتتام شتتده استتت. 

 نیتا  یبترا  ریتهمراه با بستر متغ  هایئلهحل مس  ریچشمگ

روش پیشتتنهادی متغیرهتتای  یبتترا نیروش دارد. همچنتت
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 یبتر رو  انیجر  ی و سوح آزاد آبدب  شامل  لهئپایستار مس

با و یا بدون وجتود متوج شتوک ایستتا )پترش   ریبستر متغ

کته اغلتب حفتظ   ماندیم  یستار باقیپاکلی  بههیدرولیکی(  

 ی برای روش های عددی با مراتب بالای دقتتژگیو  چنین

موترن کار و نتایج در ادامه    روش  شده است.دشوار گزارش

 .خواهند شد

 

 های حاكممعادله -2
-Saint)های آب کم عمتق یتا همتان ستنت ونانتت  معادله

Venant, 1871)  رفتار آب در یک کانال یک بعدی بترروی

نار از اصوکاک کنند. با صرفبستر نامسوح را توصی  می

تتوان بته فترم بستر دستگاه یک بعدی آب کم عمق را متی

 فشرده )قوانین تعادل جرم و مومنتم( زیر نوشت.

)1(                ( )
t x


+ =

 

F UU
S 

بتردار شتار  و  F، بردار متغیر های پایستار  Uکه در آن،  

S    چشمه به دلیل تغییرات بستر استت کته   هاجملهبردار

 هر یک به ترتیب به صورت زیر تعری  می شوند.  

( ) ( )
2

21
, ,    , ,

2

T

T q
h q q gh

h

 
= = + 

 
U F U

(2)                                    0,

T
z

gh
x

 
= − 

 
S 

)بالا    هایرابوهدر   ), 0h x t    ارتفا  غیر منفی سوح آزاد

)آب و  ),q x t .دبتتی میتتانگینی جریتتان استتتg  شتتتاب

)گرانشی ناشی از زمین و )z x   نیر تابع توپوگرافی به دلیل

( را 1بتترای تحلیتتل مشخصتتات، دستتتگاه )بستتتر استتت. 

 همچنین می توان به فرم شبه خوی زیر بازنویسی کرد

(3)                       0
t x

 
+ =

 

U U
J 

مقتادیر ویتژه   .ماتریس ژاکوبی دستگاه است  Jکه در آن،  

شتود ریشته مشخص متی  علامت  ماتریس ضرایب که با

 چند جمله ای مشخصه زیر است. 

(4)                       ( ) | | 0p  = − =J I 

ای شامل سه مقدار ویتژه از قترار های این چند جملهریشه

 باشد.زیر می

(5)              1 2,     u c u c = − = + 

اشاره به سترعت میتانگینی )اینرستی(   uکه در آن، متغیر

qدارد به صورتی که داشته باشیم  uh= وc   نیز سرعت

c=فازی )صوت( ناشی از گرانش استت کته برابتر   gh 

باشد. هنگتامی کته سترعت ناشتی از اینرستی کمتتر از می

سرعت ناشی از گرانش باشتد جریتان زیتر بحرانتی استت، 

هرزمان مساوی بود بحرانی و هرزمان بیشتر شد جریتان را 

بته طتور فوق بحرانی می نامند. این سه وضعیت جریان را  

 بعد فرود نشان می دهند.با عدد بی معمول

(6)                          
u

Fr
gh

= 

 حالت دائمی جریان  -1-2
مستتتقل از زمتتان  هتتایحتتل( همچنتتین دارای 1دستتگاه )

هتای دیفرانستیل دائمی است که با صتفر گذاشتتن جملته

 زمانی قابل محاسبه اند.  

(7)                             ( )d

dx
=

F U
S 

( را از 7توان حل پیوسته جریان دائمتی )در حالت کلی می

 دست آورد. هطریق پایستگی جرم و انرژی ب

(8)            
2

2
:,    )

2
  (q

q
E g h z

h
 = + + cts cts 

وص استت. بته ازای انترژی مکتانیکی مخصت  Eکه در آن،

0q ( شرای  دائمتی جریتان ستکون آب را 8در رابوه )  =

های ناپیوسته را نیز در ختود قبتول ( حل1داریم. دستگاه )

از  (Toro 2009)می کند که نیازمند تعریت  حتل ضتعی  

 طریق فرم انتگرالی و نه دیفرانسیلی قوانین تعادل است. 

 

 روش عددی -3
در این پتژوهش، روش عتددی حجتم محتدود بترای حتل 

( توسعه داده شد. برای این 1قوانین تعادل جرم و مومنتم )

 ییهتتتامناتتتور ابتتتتدا دامنتتته مکتتتانی درون ستتتلول

1/2 1/2[ , ]i iI x x− گسستته ستازی   xبا ابعاد یکستان    =+

را  به دست آمتده. فرم نیمه گسسته حجم محدود  می شود

 می توان به صورت زیر نوشت:
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( )1/2

1/2
1/2 1/2

1
( )

i

i

x

i i
x

d
x dx

dt x

+

−
+ −− += −

 
U

F F S        (9) 

نیازمنتتد تعیتتین شتتار عتتددی و  (9) روش نیمتته گسستتته

ری از  گیچشمه است. با انتگرال  هایهمحاسبه انتگرال جمل

]1( بروی  7) , ]i ix x دائمتی هتای  وضعیت  همهبرای حفظ    +

( در سوح گسسته سازی می بایست تساوی زیر 8جریان )

 برقرار باشد:

(10 )                  1

1 ( )
+

+ − = F F S
i

i

x

i i
x

x dx 

دهنده تعادل بین تغییرات شار و انتگترال ( نشان10رابوه )

توان رابوته چشمه در دو سلول مجاور است. می  هایهجمل

 ( را همچنین به صورت زیر ساده سازی نمود:10)

(11)              1

1/2 0( )
i

i
i

x

x
x dx

+

+− = =F HS 

)کتته در آن،  ) ( ) ( )
1i i


+

 =  −   1/2وi+H  نیتتز بتترداری

چشتمه  هتایلتهانتگترال جمشامل تغییرات شار عتددی و 

است. فرم کوپل بدست آمده منجر به رابوه جدیدی بترای 

چشتمه در فترم کلتی   هایهشار عددی افزون یافته با جمل

 شود:  زیر می

(12 )                ( )1

1, , ( )
i

i

x

i i
x

x dx
+ 

+= F F F F S 

( خواهیم 9با جایگزینی شار جدید در روش نیمه گسسته )

 داشت:

(13)                  ( )1/2 1/2

1
i i

d

dt x

− +

+ −= − −


U
F F 

 

 HLLشار عددی   -3-1

بترای  HLLگتر بالاستوی در این تحقیتق از نتوعی از حتل

 Harten, Lax)شتود محاسبه بردار شار عددی استفاده می

et al. 1983)شار عددی .HLL  له ریمتان را بته سته ئمست

وضعیت ثابت که با دو موج از هم جتدا متی شتوند تبتدیل 

با ساختار دو   هاییئلهنماید. بنابراین این روش برای مسمی

جتا کته شتار دهد. از آنموج نتایج عددی مناسبی ارائه می

هتای همگتن ارائته شتده استت برای دستگاه  HLLعددی  

بتا  ییهتامستئلهنیازمند اصلان این شار عددی بترای حتل 

چشمه هستیم. بتا   هایجملهوجود یک موج سوم به دلیل  

بترای  Akbari and Pirzadeh (2022)توجته بته پیشتنهاد 

( شار عددی اصلان شتده بته صتورت 1حل قوانین تعادل )

 زیر است:

( )1/2 ,hll

i i i

− − −

+ −+=F σF U U

(14)              ( )1/2 1 1

hll

i i i

+ + −

+ + + −−= F U UσF 

hllکته در آن،  −
U  وضتتعیت میتانیHLL  بتترای دستتتگاه

بردار اصلان بزرگی پرش است که به ترتیتب   σهمگن و  نا

 به صورت زیر تعری  می شوند:

(15)        1 1/2hll i i i 







+ −
− + +

+ − + −

−
= −

− −

U U H
σU 

(16)  ( )
2

,1 ,    1  
1

h h gh z

q gh h
h


 

 

= = +
 

+ 
 

σ  

همیشه بتین صتفر و یتک در  hمقدار محدود کننده شار

شود. همچنتین بترای جلتوگیری از خوتای رفته مینار گ

بحرانی از اصلان آنتروپی پیشنهادی زیر استفاده   هاینقوه

 می شود.

)1             اگر      ) 0,   ( ) 0,  &  0i ip p q +   

(17)              
1/2 1/2 3/2max( )h h h

i i i,  + + += 

 صورت  در غیر این

(18)                                
1/2 1/2

h h

i i + += 

به همین ترتیب برای دبی منفی هم اصلان مشتابهی قابتل 

سترعت  Einfeldt (1988)انجام است. با توجه به پیشنهاد 

 های تخمینی نیز از طریق زیر قابل محاسبه اند:

1 1max(0, , )i i i iu c u c +

+ += + + 

(19)                  
1 1min(0, , ) i i i iu c u c −

+ += − − 

 

 چشمه  هایهجمل   -3-2
( در نتتواحی پیوستتته جریتتان بایتتد انتترژی 8بتترای ارضتتا )

-Navasمکانیکی پایستار باقی بماند. با توجه بته پیشتنهاد  

Montilla and Murillo (2015)  هتایهجملت بترآوردبرای 

توان به جای یک چشمه به وسیله برقراری تعادل انرژی می

 رابوه خوی از یک رابوه وزنی به صورت زیر:
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(20)           1

( ) (1 )
i

i

x
L R

s s
x

S S x dx W S W S
+

= = − + 

کته در   ،چشمه بهتره بترد  هایهبرای محاسبه انتگرال جمل

مقدار جمله چشتمه در کتران بتالا و پتایین   LSو  RSآن  

]  همحاسبمورد  )راست و چپ( دامنه   1, ]i i+   است که بته

 ترتیب به صورت زیر تعری  می شوند:

(21)         
1 ,     R L

i iz zS gh S gh += − = − 

انرژی و متومنتم   ،پیوستگی جرماز رابوه    استفادهسپس با  

 شود:( ضریب وزنی به صورت زیر محاسبه می8)

(22) 

2 2

2

1 1

2
 

L

s R L

q hq S S
h h

W
S S

 
   

− + −   
   

=
−

 

کته پایستتگی انترژی در محتل پترش هیتدرولیکی   آنجااز  

پایستته  )ناپیوستگی ها( مجاز نیست )انترژی بتروی پترش

( بتا 22استتفاده از )شود( به جای  نمی ماند بلکه اتلاف می

اگتتتتر  Akbari and Pirzadeh (2022)پیشتتتتنهاد 

1/2 1/2 10,  0,  &  i i i ia a h h+ − +    یتتتتتتتتتتتتتتتتتتا

3/2 1/2 10,  0,  &  i i i ia a h h+ + +     بود مقتدار ضتریب

0.5sWچشمه را برابر   هایهوزنی جمل که در  گذاشت. =

1/2iaآن   برابر زیر است: +

(23)                        ( )( )/ 1/21 2 sgn det
iia
++ = J 

به این ترتیب، در محل پرش هیدرولیکی از حالتت خوتی 

پیوستته جریتان از فترم   هایاحیهو در ن  چشمه  هایلهجم

 شود.مومنتم آن استفاده می -تعادلی انرژی

 

 تكنیک عددی اصلاح موج شوک -3-3
 كند روندهاصلاح عددی موج شوک    -1-3-3

موج شوک غیر ایستا استت، از   هنگامی کهدر این پژوهش  

 Akbari and Pirzadeh (2022)کنیتک پیشتنهاد شتده ت

است. بر استاس ایتن تکنیتک، بترای کتاهش استفاده شده

غیر فیریکی پسا شوک بزرگی موج های بالاستو   هاینوسان

باید صفر شوند. معادله مومنتم با استتفاده از اصتلان متوج 

 قابل بازنویسی می باشد: شوک غیر ایستا به فرم زیر

(24)        
( )2 22 2

11
2

1
2

i iMF MFi i

i i

g h hq q
H S

h h

++

+

−
= − + − 

در    ihچشمه نیتز بته جتای    های ه انتگرال جمل   محاسبه برای  

)استفاده شد، که در آن    ih( از  20رابوه )  )i    برابر تتابع زیتر

 است: 

1/2 اگر 0ia +    0 1/2وia −  

(25)           
,

,

1

1

( )                 1
( )

( )                 1

R L

i R L

i

i





−

+

 = −
 = 

 = +

if

if
 

 صورت  در غیر این

(26)                                     ( ) ( )ii =  

 که در آن 

(27)      ( )( )1/2 1/2 1, 1/2max  ,min  ,  i i i i ia a a+ − + += 

علامت سرعت موج است که به   ( همچنین25در رابوه )

 صورت زیر محاسبه می شود:

( )( ), ,
sg detnR L R L

d d d d = −− =F U S U  

(28) ( )
2 1

 gn 1s
2

R L
R L

R L R L

Z Zq
g h h

h h h h 

 −
− + + 

−

 

 






 

 

 اصلاح عددی موج شوک ایستا    -2-3-3

در حالت موج شوک ایستا می بایست سرعت موج بتر روی 

 روششتترط نیتتز از  ایتتنپتترش صتتفر باشتتد. بتترای حفتتظ 

شتده استتفاده  Akbari and Pirzadeh (2022)پیشنهادی 

زیر   سویه. بنابراین در وضعیت شوک ایستا اصلان یک است

 کار گرفته می شود: ه ب

(29)  
( ) ( )( )2 2

2 2 1
1

2

1 2

L R

i i
SF SFi i

L R

i i

g h h
q q

H S
h h

+
+

+

−
= − + − 

)که در آن، )R

i    و( )R

i  بته صتورت زیتر   ستویهیک    اصلان

 :شوندتعری  می  

1/2اگر  0ia +    0 1/2وia −  

(30)                  
,

,1

( )                1
( )

( )              1

RiR

i

L

R Li



+

 = −
 = 

 = +

if

if
 

(31)              
1 ,

,

( )              1
( )

( )                1

i

i

R L

R L

L

i





− = −
 = 

 = +

if

if
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 صورت  در غیر این

(32)                       ( ) ( ) ( )R L

i i i =  =  

( است که 20اصلان انتگرال جمله چشمه )  SFSهمچنین  

)در آن از  )R Lz z z = شتتود. بتتالانویس استتتفاده می −

SF .هم مخف  اصلان موج شوک ایستاست 

 

 وزنی اصلاح موج شوک  روش  -4-3
 روشمتوج شتوک نیتز، از    مختلت برای برخورد با شرای   

  Akbari and Pirzadeh (2022)وزنی پیشنهاد شده توس  

 :ه استشود استفاده شدکه به صورت زیر تعری  می

(33)                2 2 2(1 )MSF MF SFH wH w H M= + − = 

 که در آن

(34)               
( )2 22 2

1

1
2

i i SF

i i

g h hq q
M S

h h

+− +

+

−
= − + − 

از طریق شرای  پرش یعنی پیوستگی جترم   −qکه در آن،  

 و مومنتم برابر است با:

(35)1
1

1

2

2

MF

i
ii

i i i

g h S
h

q q h h

h h h




+

+−

+

  
+  

   = −  
  

 
 

 

q+  محاستبه نیز به همین ترتیب برای جریان منفی قابتل

است. با اصلان معادله تعادل مومنتم متی بایستت محتدود 

( هم بر همین اساس محاسبه شود. این تکنیک 16کننده )

کند کته ( ایجاد می29( و )24یک رابوه خوی وزنی بین )

هنگامی که سرعت موج غیر صفر استت ضتریب وزنتی بته 

و هر زمان سرعت موج به صتفر نزدیتک شتود بته   1مقدار  

ابد. بنابراین شترای  مختلت  متوج بتا ی  تقلیل می  0مقدار  

های مختل  به طور مناستب اصتلان وجود بزرگی و سرعت

 .می شوند

 

 -MUSCLروش مرتبهه دو دقهتتوسعه  -3-5

HANCOOK  برای قوانین تعادل جرم و مومنتم 
 van Leer کتتته توستتت  MUSCL-Hancockروش 

ارائتته شتتد، شتتناخته شتتده تتترین نتتو  بازستتازی  (1979)

MUSCL  باشتد.. است که از دقت مرتبه دو برخوردار متی

بتتترای ایتتتن مناتتتور  مقتتتدار ثابتتتت در هتتتر ستتتلول 

 1/2 1/2,i i iI x x−  ضابوه ای چند با یک تخمین خوی =+

1/2ixبا توجه به مختصات محلی در کران چتپ   و راستت  −

1/2ix  این سلول، به صورت زیر جایگزین می شود: +

(36)        
1 1

,     
2 2

L R

i i i i i i= −  = + U U U U 

ها مرتبه دو دقت در مکان را تولید این نو  از بازسازی داده

 هتای. در گام دوم برای جلوگیری از ایجتاد نوستانکندمی  

غیر فیزیکی در نزدیک گرادیان هتای بتزرگ از یتک روش 

. شتود استتفاده متی TVDمحدود کننده شیب )گرادیتان( 

ها، محتدود کننتده ترین این محدود کنندهیکی از محبوب

minmod   است(LeVeque, 2002).    محدود کننتده این

)بتدور از  TVDقادر است با حفظ مرتبه دو دقت یک حتل 

 minmodغیرفیزیکی( ارائه دهتد. بتردار شتیب    هاینوسان

 برابر با:

(37)         1 1=minmod ,i i i i
i

x x

− +− − 
  

  

U U U U
 

به صورت زیر تعریت  متی minmod است که در آن تابع 

 :شود

( )minmod ,a b = 

(38)              
    if     &   0

     if     &   0

0           if          0       

a a b ab

b b a ab

ab

  


 
 

 

گر تقریبی با بعد از انتخاب یک محدود کننده مولوب، حل

در فتتترم نیمتتته  MUSCL-Hancockمرتبتتته دو دقتتتت 

 دست می آید.ه گسسته زیر ب

(39)  ( ) ( )( )1 1,
1

,R L R L

i i i i

d

dt x
+ −

− += − −


U
F FU U U U 

بترای   نخستت  MUSCL-Hancockاز آنجا کته رویکترد  

ها و دستگاه هتای قتوانین پایستتگی گسسته سازی معادله

)دستگاه های همگن( پیشنهاد شده، این شیوه از   ویهذلول

-هتواند تعادل بتین جملتبازسازی متغییرهای پایستار نمی

قتوانین   هتایهچشمه را برای معادلت  هایهشار و جمل  های

همگن های نتاههای ناهمگن( از جمله معادلتعادل )دستگاه
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عمق حفظ نماید. از این رو برای حفظ تعادل دقیتق کم  آب

شار و چشمه در حل کلتی جریتان دائمتی   هایهمیان جمل

ای زیتر ( از فرم باستازی داده36شود به جای )پیشنهاد می

 :شودبستر استفاده  متغیر  و سوح آب  برای متغیر  پایستار

(40)         
1 1

,     
2 2

L h R h

i i i i i ih h h h= −  = +  

h  ،که در آن

i   محتدود کننتده شتیب متغیتر ستوح آزاد

 .شود  پیشنهادی است که به صورت زیر تعری  می

(41)    1/2 1/2 1/2 1/2=minmod ,
h h

h i i i i
i

h h

x x

   − − + +
 

  
  

 

1/2در رابوتته بتتالا 

h

i ( استتت. مقتتدار محتتدود 16برابتتر ) +

نباید از صفر کمتتر و از یتک بیشتتر    hهای شار  کننده

باشد. همچنین برای در نار گرفتن حالت جریان دائمی بتا 

پستا   هتایوجود پرش هیتدرولیکی و جلتوگیری از نوستان

 روششتود از  پیشتنهاد متی  هااحیهشوک در نزدیکی این ن

 استفاده گردد: (39) وزنی زیر به جای فرم نیمه گسسته

( ) ( ) ( )( )1 11 ,
1

,i i i i

d
w

dt x

− +

+ −
= − −


−


FU U U
U

F U 

(42)        ( ) ( )( )1 1 , ,R L R L

i i i iw + −

− + + −


UFU U UF 

ضریب وزنی است که بین مرتبه دقت یک و   wکه در آن،  

دو در هنگام وجود ناپیوستگی )پرش هیدرولیکی( ستوئی  

 می کند. این ضریب وزنی به صورت زیر تعری  می شود:

(43) 1/2 1/2 3/2 1/20   if   0 or 0

1                 otherwise

i i i i
w

a a a a+ − + + 
=




 

دهد چنان چته جریتان ها اجازه میاین شیوه بازسازی داده

بته وضتتعیت جریتتان دائمتتی رستتید روش مرتبتته دو دقتتت 

MUSCL  گر تخمینی  نیز به حلHLL-MSF   تقلیل یابتد

هتای برای تمتام حالتت  HLL-MSF  تقریبی  حلگرچرا که  

تواند شرای  تعتادلی جریتان جریان دائمی دقیق بوده و می

. با این تفسیر ویژگی های روش مرتبه کندحفظ    به کلیرا  

دو دقت پیشنهادی در این تحقیق حفظ شترای  تعتادلی و 

سازگاری با شترای  آنتروپتی بترای وضتعیت هتای دائمتی 

 ( است. 1حاصل حل دستگاه ناهمگن )

 گسسته سازی زمان   -6-3 
برای گسسته سازی زمتانی در اینجتا از روش رانتو کوتتا 

ستازی مرتبه سوم استفاده شد. اگتر فترش شتود گسستته

)مکانی برابر , )L tU :باشد، یعنی 

(44)                                        ( , )
d

L t
dt

=
U

U 

سازی زمانی از طریق رانتو کوتتا مرتبته ستوم بته گسسته

 شود: صورت زیر تعری  می

(45)           

( )

( )

( )

(1)

(2) (1) (1)

( 1) (1) (2)

3 3

4 4

1 2 2

3 3 3

n n

n

n n

tL

tL

tL+


= + 




= + + 



= + + 


U U U

U U U U

U U U U

 

 

 نتایج عددی -4
بترای بترآورد   عتددی  آزمایش  مجموعهدر این قسمت یک  

کتتارایی روش عتتددی مرتبتته دو پیشتتنهاد شتتده در حتتل 

های مختلت  عمق تحت جریاندستگاه معادله های آب کم

. بترای محاستبه خوتا می شوددائمی و غیر دائمی بررسی  

 𝐿∞ و 1𝐿 نترم خواهتانتایج عددی موالعته حتال حاضتر از 

 استفاده می شود: رزی صورتبه

(46)                   1

1

ˆ
N

n

j j

j

L w w x
=

= −  

(47)                           ˆmax n

j jL w w x = −  

ˆو  jwکه در آن،  n

jw و  یلتیتحل یانقوه ریمقاد بیبه ترت

بترای دستتگاه آب کتم هستند کته   nی در گام زمانی  عدد

 انیتجر  یدب  ای  آبآزاد  سوح  متغیر    ندهینما  تواندیمعمق  

   د.نباش

 Courant et)همچنین با توجه به شرط پایداری کورانتت  

1967 ,al.)  گام زمتانیt  تمتاممحاستبه متی شتود. در 

 0.4های عددی حتال حاضتر عتدد کورانتت برابتر  آزمایش

-MUSCLها بتین روش عتددی پیشتنهادی  . مقایسهاست

MSF    و روشMUSCL-PB    روشکه با  ( پیش توازنPB )

کم عمتق در تحقیقتات طور عمده برای حل دستگاه آبه  ب

 ;Rogers et al., 2003)شود انجام شده استت استفاده می

Lu and Xie, 2016) . 
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 L∞و   1Lخوای عددی برای جریان دائمی در نرم های    1جدول 
errors for steady state cases∞ Land  1L Table 1¶ 

  

 

L1  L∞ 

 h q  h q 

Steady state at rest 
MUSCL-MSF 4.523e-12 8.171e-14  5.735e-14 4.522e-15 

MUSCL-PB 2.473e-11 7.421e-13  8.710e-14 6.721e-15 

Transcritical flow 

without hydraulic jump   

MUSCL-MSF 1.168e-10 3.533e-12  1.168e-10 3.511e-15 

MUSCL-PB 0.0015 0.0028  0.0010 0.0027 

Transcritical flow with 

hydraulic jump 
MUSCL-MSF 4.501e-9 1.250e-14  5.871e-10 4.201e-15 

MUSCL-PB 0.0045 0.0068  0.0013 0.0031 

 

 
Fig. 1 Steady state at rest: comparison of analytical and 

numerical solution 
نتایج عددی با حل    جریان دائمی سکون آب: مقایسه     1شكل 

 دقیق برای سوح آزاد 

 

 جریان دائمی   -4-1

 جریان سكون آب  -1-1-4

به شبیه سازی جریان دائمتی در حتال آزمایش عددی اول  

له دریاچتته در حتتال ستتکون ئستتکون یتتا بتته اصتتولان مستت

اختصاص دارد. شرای  اولیته ستکون آب در دامنته ای بته 

 :شودبه صورت زیر تعری  می  [1 0]طول 

( ,0) 1,     ( ,0) 0= =h x q x 
شبیه سازی سکون آب بروی بستری با شتیب پیوستته بتا 

 شود:تابع زیر انجام می

1

120.2 cos 1      0.1
( ) 0.1 2

0                                      

x

x
z x



   
−   

+ −    
=         

  otherwise   

 

همچنین شرای  مرزی آزاد )نیومن با مقتدار صتفر( در دو 

سلول گسسته 50 . دامنه درون شودسمت دامنه اعمال می 

تانیه شتبیه  t=5تا زمان  به دست آمدهشده و نتایج عددی  

له سکون آب ئنتایج عددی مس  1  سازی می شود. در شکل

در  L∞و  1Lنشان داده شده استت. همچنتین خوتای نترم 

اند. همان طور کته از نتتایج خواهتا گزارش شده  1جدول  

مشتخص استت خوتا هتا در محتدوده گترد شتده خوتتای 

ماشینی است بنتابراین روش عتددی قتادر استت خاصتیت 

پایستگی به ازای جریان دائمی سکون آب را به دقت حفظ 

 کند.  

 

 جریان گذرا بحرانی بدون پرش هیدرولیكی  -2-1-4

این آزمایش شامل یک جریان گذرای بحرانی بر روی یتک 

. شتترای  اولیتته (LeVeque, 1998)بستتتر پیوستتته استتت 

 شود:جریان در این حالت به صورت زیر تعری  می

                   ( ,0) 0.45,     ( ,0) 0= =h x q x 

)تابع بستر  )z x نیز از قرار زیر است. لهئاین مس 

 

   
( )

2
0.2 0.05 10  if   8 12

( )
0                                  otherwise 

x x
z x

 − −  
= 


 

برای تشکیل یک جریان گذرای بحرانی در مترز بالادستت  

. در مرز پایین دستت نیتز شوداعمال می   s/21.53 mدبی 

 همحاستبمتورد شرای  مرزی آزاد فرش متی شتود. دامنته 

و شتبیه ستازی تتا   شتده استتسلول گسسته    100درون  

رسیدن به جریان دائمی ادامه متی آیتد. نتتایج حاصتل در 

گترد آوری شتده استت. بتا  1و خواها در جتدول  2 شکل

توجه به نتایج عددی بدست آمده روش حال حاضر قادر به 
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محاسبه دقیق جریان دائمتی گتذرا بتروی بستتر پیوستته 

در حالتت   MUSCL-PBاستت. در صتورتی روش عتددی 

( نمی تواند چنتین جریتانی را pre-balancedپیش بالاس )

 بوور دقیق حل نماید.

 

یههک پههرش   جریههان گههذرا بحرانههی بهها  -3-1-4

 هیدرولیكی

آزمتایش قبلتی استت   هماننتدشرای  این آزمایش عتددی  

(LeVeque, 1998) برای تشکیل یک پرش هیدرولیکی در .

در  m 0.33روی بستر یک ارتفا  آزاد ثابتت آب بته مقتدار 

در مرز بالادست اعمتال  s/20.18 mمرز پایین دست و دبی 

 شود.می

نتیجه یک جریان گذرای بحرانی بتا پترش هیتدرولیکی در 

است. حل تحلیلی از طریق معادلته انترژی   x=11.65مکان  

در قسمت های پیوسته و رابوه نیروی مخصوص در محتل 

بترای پرش قابل محاسبه است. نتایج حل عددی و تحلیلی  

آمتده  1و جتدول   3له همراه با خواهتا در شتکل  ئاین مس

دست آمتده روش عتددی مرتبته ه است. با توجه به نتایج ب

جریان دائمی با پرش را بته دقتت   قادر استدو پیشنهادی  

  MUSCL-PBکس روش معمتتول رع ستتازی کنتتد. بتتمتتدل
غیر فیزیکی در نزدیکی   هایدارای خواهای ناشی از نوسان

 محل موج شوک و موج های تماسی است.

 

 آزمایش برآورد مرتبه دقت  -4-2
 .شتودآزمایش مرتبه دقت روش عددی بررسی متی  این  در

برای این مناور شترای  اولیته و تتابع بستتر زیتر در ناتر 

 شود.  گرفته می

 

 

 

 
Fig. 2 Trans-critical flow: comparison of the analytical and numerical solutions for water depth (left) and discharge (right) 

 )سمت چپ( و دبی جریان )سمت راست(  نتایج عددی با حل دقیق برای سوح آزاد آب  جریان گذرای بحرانی: مقایسه   2شكل 

  
Fig. 3 Trans-critical flow with a hydraulic jump: comparison of the analytical and numerical solutions for water depth 

(left) and discharge (right) 
 )راست( )چپ( و دبی جریان   نتایج عددی با حل دقیق برای سوح آزاد آب  جریان گذرای بحرانی با پرش هیدرولیکی: مقایسه   3شكل 
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cos(2 )( ,0) 5 ,      ( ,0) 0xh x e q x= + = 

                        ( ) sin(cos(2 ))   z x x= 

همچنین شرای  مرزی پریودیک در دو سمت دامنه اعمال 

  t=0.1 شود. جریان برای شبکه های مختلت  در ثانیتهمی

ستلول بته   4000  انتدازهشبیه سازی شده است. شبکه بتا  

گردد. نتایج خوا نسبت عنوان حل مرجع در نار گرفته می

گزارش  2به حل مرجع برای شبکه های مختل  در جدول 

شده است. همان طور که از نتتایج عتددی مشتخص استت 

 مرتبه دو دقت برای شبکه های ریز قابل دستیابی است.

 

 خوای عددی همراه با مرتبه دقت  2جدول 
¶Table 2 Numerical errors and order of accuracy 

  

 

L2 

h Order of accuracy 

50 6.851e−02 - 

100 2.451e−02 1.48 

200 7.568e−03 1.64 

400 2.127e−03 1.81 

 

Fig. 4 Small perturbation of steady states: comparison of 

different numerical schemes 
  ی: مقایسه  دائم  انیجر  جزیی  تشاش(غ)ا  یآشفتگ    4شكل 

 نتایج عددی روش های مختل  برای سوح آزاد آب 

 جریان غیر دائمی   -4-3

 جریان دائمی  آشفتگی )اغتشاش(  -4-3-1

توستت   نخستتتدائمتتی زیتتر  -آزمتتایش عتتددی شتتبه

(LeVeque, 1998)  پیشنهاد شد. این آزمایش برای بررسی

هتای متغیتر قابلیت روش عددی در شتبیه ستازی جریتان

های کوچتک سریع بر روی بستر پیوسته همراه با آشفتگی

شتود. کار گرفته میه  و بزرگ در سوح آزاد جریان دائمی ب

 :شود تابع توپوگرافی بستر به صورت زیر تعری  می
( )z x = 

( )( )( )

 

1

 

c

 

os   if  1.4 1.6

0                                         otherwise 

10 1.

   

5 1
4

x x


 − +




 

 شرای  اولیه جریان نیز از قرار زیر است:

( )

( )

1 ( ) ,0     if  1.4 1.6
( , )

1 ( ),0               otherwise    

z x x
h q

z x

 − +  


−
U 

در نار  0.1ثابت غیر صفر آشفتگی است که    که در آن،

شود. شرای  مرزی آزاد نیتز در دو ستمت دامنته گرفته می

عتددی ستوح آب آمتده  نتایج 5گردد. در شکل اعمال می

است. نتایج عددی جریان نیمته دائمتی بتا دقتت مناستب 

غیرفیزیکی حل شده و قابتل مقایسته بتا   هاینوسانبدون  

 نتایج عددی موجود در تحقیقات مشابه است.

 

Fig. 5 Slowly moving shock: comparison of analytical 

and numerical solutions 
نتایج عددی با حل    موج شوک کند رونده: مقایسه      5شكل 

 دقیق برای دبی جریان 

 

 موج شوک كند رونده  بر روی بستر مسطح   -4-3-2

هدف این قسمت بررسی روش عددی مرتبته دو در شتبیه 

 Navas-Montilla)موج شوک نزدیک سکون استت  سازی

and Murillo, 2019)رود اصتتلان شتتوک . انتاتتار متتی

پیشتتنهادی بتترای مرتبتته یتتک دقتتت در برطتترف کتتردن 

دو نیتز از  تبتهغیتر فیزیکتی پستا شتوک در مر  هاینوسان

ه ریمان از قرار ئکارایی مشابهی برخوردار باشد. شرای  مسا

 زیر است:

 

(0.5,0.5)                          

5(1.6,3.2878

 

78

2

32

 

8 )

 55
( , )

 168 7 2 588

x
h q

x


= 


U 
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 m/s 0.261پاسخ تحلیلی یک ناپیوستگی شوک با سرعت 

نتتایج عتددی  6و  5 شکل. در (LeVeque 2002)است 

های بتا دقتت مرتبته دو در مقابل نتایج تحلیلی برای روش

 هتایترسیم شد. همان طور که از نتایج معلوم است نوسان

-MUSCL غیر فیزیکتی پستا شتوک بترای روش عتددی

MSF    بر خلافMUSCL ای کاهش به طور قابل ملاحاه

کته متوج   هنگتامیداشت. برای روش اصلان شتوک تنهتا  

کنتد نوستان غیرفیزیکتی شوک از مترز ستلولی عبتور متی

بتدون استتفاده از کس  رع شود. بکوچکی در نتایج دیده می

در طتتول دامنتته بتته شتتکل  هتااصتلان شتتوک ایتتن نوستتان

دستت ه  (. همچنین نتایج بت6سینوسی متغیر است )شکل  

-MUSCLآمده برای اصتلان شتوک بتا مرتبته دو دقتت  

MSF   بتتا نتتتایج مربتتوط بتته حالتتت مرتبتته یتتک دقتتت در

 تحقیقات مشابه قابل مقایسه است.

 بستر معكوسموج شوک كند رونده بروی   -4-3-3

در این آزمایش کارایی روش پیشنهادی در حل متوج کنتد 

استت رونده برروی بستر معکوس مورد ارزیابی قرار گرفتته

(Navas-Montilla and Murillo, 2019) تابع بستر بترای .

 له به صورت زیر تعری  می شود:ئاین مس

 

( ) ( )

( )

4 280 

( ) 0.2 280 28

0.2      if     4
276

0.2     if    4
276

                                     otherwise

0  

       0    

x g x x

z x x x

 − + 



= − −  






 

 

)که در آن،   )g x   تابع برای ایجاد بستتر پلکتانی در طتول

 شیب اصلی بستر از قرار زیر است:

 

 

  

Fig. 6 Slowly moving shock: space time evolution of discharge for MUSCL-MSF (left) MUSCL-PB (right) 
 )راست( در زمان و مکان   MUSCL-PB)چپ( و    MUSCL-MSFجریان برای   موج شوک کند رونده: تغییرات دبی   6شكل 

 

  
Fig. 7 Slowly moving shock over topography: numerical solutions for water depth (left) and discharge (right) 

 دبی جریان )سمت راست( بروی بستر: مقایسه نتایج عددی برای سوح آزاد آب )سمت چپ( و   موج شوک کندرونده  7شكل 
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     if 
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دستتت اعمتتال بالادر  s/20.6 m بتتا دبتتی شتترای  متترزی

له تا زمتانی کته ئشود. شبیه سازی عددی برای این مسمی

یابد. ستپس شترای  دائمی برسد ادامه می  حالتجریان به  

و ارتفتا  آب   s/20.556749458405104 mمرزی با دبی 

0.12 m شود. تغییرات ارتفتا  آب و در بالادست اعمال می

و تغییرات دبی جریان در زمان و   7  شکلدبی در مکان در  

 جیهمان طور که از نتاترسیم شده است.    8مکان در شکل  

معمول مرتبته   یمشخص است بر خلاف روش عدد  یعدد

 یکتتیزیف ریتتغ  هتتایکتته در آن نوستتان MUSCL-BPدو 

شده استت )شتکل   جادیپرش ا  یکیدر نزد  یشکل  ینوسیس

 MUSCL-MSF پیشتتنهادی ستتمت راستتت( در روش 8

 وستته،یبتا وجتود بستتر ناپ   یستمت چتپ( حتت  8)شکل  

 یریطتور چشتمگ  هپستا شتوک بت  یکیزیف  ریغ   هاینوسان

 .است  افتهیکاهش  

  
Fig. 8 Slowly moving shock: space time evolution of discharge for MUSCL-MSF (left) MUSCL-PB (right) 

)راست( در زمان و    MUSCL-PB)چپ( و    MUSCL-MSFجریان برای   موج شوک کندرونده بروی بستر: تغییرات دبی   8شكل 

 مکان 

 

 گیرینتیجه -5
در این پژوهش یک روش عتددی مرتبته دو دقتت، کتاملا 

متعادل و سازگار بتا شترای  آنتروپتی بترای دستتگاه یتک 

بعدی آب کم عمق با وجود جمتلات چشتمه توستعه داده 

 شده است. 

هتای وضتعیت همتهروش عددی پیشنهادی قادر به حفتظ 

هتای دائمتی دائمی جریان است. اغلب حفظ ایتن وضتعیت

بتالای دقتت دشتوار گتزارش   هتایتبههای با مربرای روش

است. نتایج عددی نشان داد که روش پیشنهادی قتادر شده

به حفظ مرتبه دو دقت در نواحی پیوسته جریان و بتدور از 

ناپیوسته بوده استت.   هایاحیهغیر فیزیکی در ن  هاینوسان

روش عتتددی پیشتتنهادی مرتبتته دو دقتتت همچنتتین در 

ریمان متعارف قادر به کاهش تقریبی  مقایسه با حلگر های  

پسا شوک ناشی از موج کندرونده   هایقابل ملاحاه نوسان

 بر روی بستر مسوح و شیب دار می باشد.

 

 هانشانهفهرست  -6

h 
 (m)ارتفا  آب 

q   دبی(1-s2m) 

u   سرعت میانگینی(1-ms) 

c ( 1سرعت فازی-ms) 
g شتاب گرانشی (2-ms) 

x مختصات مکانی  (m) 

t مختصات زمانی  (s) 

Fr 
 عدد فرود

E 
 (m)انرژی مکانیکی  

d  عملگر دیفرانسیل 

 عملگر دیفرانسیل جزئی 

U های پایستار  بردار متغیر 

F  بردار شار 

S جملات چشمه 

J ماتریس ژاکوبی شار 
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I ماتریس واحد 

 مقادیر ویژه 

 ها: بالانویس 

n 
 اندیس گام زمانی

MF 
 موج شوک غیر ایستا

SF موج شوک ایستا 

MSF  موج شوک غیر ایستا و ایستا 

 ها:زیرنویس 

i 
 اندیس گام مکانی
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