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Abstract 

Introduction: The study of surface water quality has special importance. Unfortunately, 

sometimes sewage and industrial effluents are discharged into the river. If the mechanism of 
transport and diffusion of pollution in rivers with different geometry is known, it can be 

planned to reduce the effects of pollution on the general health of human society by raising 

the issue of water mixing and strengthening the self-purification of rivers. The governing 
equation over the pollution transport phenomenon in rivers is advection-dispersion 

equation. This equation is classic and does not have the necessary accuracy in predicting the 

amount of pollutant concentration in the river; Therefore, this equation must be changed in 
such a way to have the least error in the simulation. The fractional calculus method is used to 

accurately study the transport of pollutants in the stream. To model the pollutant transport 

in the river, differential equation must be solved. Meshless method is one of the newest 
numerical methods in recent years that was able to correct some of the disadvantages of 

mesh-based methods. Studies show that the most studies have focused on solute transport in 

steady-state flow regimes and regular cross-sections. This study seeks to provide a 
comprehensive model for simulating the phenomenon of pollutant transport in rivers with 

steady and non-uniform flow to eliminate the shortcomings of common models. 

Methodology: In order to discretize the fractional advection-dispersion equation, Meshfree 
Local Petrov-Galerkin method is used. On the present research, the used shape function and 

weight function respectively are approximation function of Moving Least Squares and the 

quadratic spline function. To generalize the correct order derivative to the fractional order 
derivative, there are three methods of the Granwald-Letnikov, Riemann-Liouville and 

Caputo fractional derivative method. In the research, the Caputo fractional derivative 

method was used. Finally, the most discrete form of the fractional advection-dispersion 
equation was created and the boundary conditions (Dirichlet and Neumann boundary 

condition) were applied. Then, the validity of the model was checked with observational 

data of the Athabasca River and the results of research presented by Maleki (output of the
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Mike21 model). The Athabasca River is one of the most important rivers in Canada, located 

in the Hinton area of Canada near Edmonton. The average width of this river is 150 meters 
and its depth varies from 1 meter to more than 3 meters in different parts of it. In this 

research, 5 km at the beginning of the interval is modeled. The tracer (Rhodamine) was 

injected continuously with a constant flow for 5.25 hours at the upstream and near the right 
bank of the river. Before injecting the tracer into the river, its concentration in the river was 

measured, which is equal to 5×10-8 g/L. 

Results and discussion: In the validation, the parameters of dispersion coefficients, 
fractional order derivatives and skewness coefficients were optimized with increasing R2, 

decreasing MSE and MAE between observational and computational data. The results 

showed that due to the location of the source of pollutants on the right bank, the movement 
of pollutants is more in the right areas of the river that gradually moves to the left due to 

transverse dispersion, which is well illustrated by the simulation model. Normalized 

dimensionless tracer concentration versus q/Q  were plotted for observational, 
computational, and Mike21 data at cross sections of 2.425, 3.725, and 4.725 km. Comparison 

of the results of the presented numerical method with the output of Mike21 software showed 

that the value of R2 in the Meshfree Local Petrov-Galerkin method compared to the Mike 
model for cross sections of 2.425, 3.725 and 4.725 km increases by an average of 11%. The 

high value of R2 and the low values of MSE and MAE can indicate that the numerical 

solution of the fractional advection-dispersion equation with Meshfree Local Petrov-Galerkin 
method compared to Mike21 have a more accurate answer, due to the fractional order 

derivatives and skewness coefficients. The application of fractional order derivatives 

increased the residence time in the storage and hyporheic zones, thus reducing the error 
between the simulated data and the field data. The results of this study indicate that the 

fractional advection-dispersion equation provides a much more accurate description and 

outputs closer to the measured data than in the classical (correct order derivative) case due to 

its high flexibility.  

Conclusion: In this study, the parameters of dispersion coefficients, fractional order 

derivatives and skewness coefficients were optimized in the longitudinal and transverse 
directions. The values of dispersion coefficient in the longitudinal and transverse directions 

were 68 and 2.5 m2/s, respectively. The output of the proposed model was compared with the 

observational data of the Athabasca River and the Mike21 model for three cross sections. The 
results showed that the amount of R2 in the Meshless Local Petrovo-Galerkin method 

increased by an average of 11% compared to the Mike model. 

Keywords: Pollutant Transport, Meshfree Local Petrov-Galerkin Method, Spline Function, 

Caputo Method. 
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دو مدل  جابه سازی  معادله  بهپراکندگی -جاییبعدی  روش  کسری 

بدون  پتروو  عددی  محلی  موردی:    گالرکین -شبکه  )مطالعه 

 رودخانه آتاباسکا( 
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 www.jhyd.iha.irگاه نشریه هیدرولیک: وب      ⸙⸙⸙       1401/ 20/06، پذیرش: 13/04/1401دریافت: 

گییالرکین  -شبکه محلییی پتییرووهای دو بعدی از روش عددی بدونسازی انتقال آلاینده در رودخانهمنظور مدلدر این پژوهش به  :چكیده

  -جییاییحل معادله جابییه  های دقیق و کارآمد برایاستفاده شده است. هدف از انجام این تحقیق ارائه یک مدل جامع با استفاده از الگوریتم

هییای بییا هندسییه و  پراکندگی کسری مکانی بییرای آبراهییه-جاییبعدی معادله جابهباشد. برای دستیابی به این هدف، حل دو پراکندگی می

بییه تولییید  دلیل ماهیت غیرمحلی قییادر  شود. مشتقات مرتبه کسری بههای هیدرولیکی متغیر )جریان پایدار و غیریکنواخت( ارائه میضریب

منظییور حییل  های بلند و چولگی هستند که در این پژوهش برای حل این جمله از روش کاپوتو استفاده شده است. بییههایی با دنبالهمنحنی

گالرکین، تابع تقریب حداقل مربعات متحییرو و تییابع وزن اسیی ی ین  -شبکه محلی پترووپراکندگی کسری با روش بدون-جاییمعادله جابه

شییده توسییک ملکییی  شده رودخانه آتاباسکا و نتییایت تحقیقییات ارائییههای مشاهدهکار گرفته شد. در نهایت اعتبار مدل با دادهبه  درجه چهار

بررسی شد. در حالییت اعتبارسیینجی فراسیینجه    725/4و    725/3،  425/2های عرضی در کیلومترهای  مقطعبرای ( 21)خروجی مدل مایک 

-های مشییاهدهبین داده MAEو  MSE، کاهش R2های چولگی با افزایش تقات مرتبه کسری و ضریبهای پراکندگی، مش)پارامتر( ضریب

دسییت آمیید.  مترمربع بر ثانیه به  5/2و    68ترتیب در راستای طول و عرض برابر  شده بهینه شدند. میزان ضریب پراکندگی بهشده و محاسبه

طییور  عرضییی یادشییده بییه  مقطییعسییه  بییرای  گالرکین نسبت به مدل مایک  -ووشبکه محلی پتردر روش بدون R2ها نشان داد میزان بررسی

پذیری بالا، توصیفی  دلیل انعطافپراکندگی کسری به-جاییبررسی، معادله جابهاین درصد افزایش یافته است. بر مبنای نتایت   11میانگین  

 کند.  نسبت به حالت ک سیک )مشتق مرتبه صحیح( ارائه میشده  گیریهای اندازهتر به دادههای نزدیکتر و خروجیبه مراتب دقیق

 

 گالرکین، تابع اس ی ین، روش کاپوتو.-شبکه محلی پترووانتقال آلاینده، روش بدون  كلیدواژگان:

 

 مقدمه -1
هیای سیطحی دارای اهمییت بررسی و ارزیابی کیفییت آب

هیا ای است. این موضوع با توجه به اینکه آب رودخانیهویژه

ها، آب های عمده تأمین آب آشامیدنی انساناز جمله منبع

کشاورزی و صنایع است، نیاز به توجیه بیشیتری لازم برای  

هیای صینعتی در دارد. متأسفانه گیاهی فاضی ب و پسیاب

شوند. اگر سازوکار )مکانیسیم( انتقیال و رودخانه تخلیه می

های با هندسه مختلف مشیخ  پخش آلودگی در رودخانه

هیای آلیودگی بیر تیوان بیرای کیاهش اثرگیذاریباشد، می

ها ها با طرح مسئله اخت ط آبنس مت عموم جامعه انسا

ریزی نمود ها برنامهو تقویت قدرت خودپالایندگی رودخانه

(Riahi-Madvar et al., 2009)کیه ییک منبیع . هنگیامی

شود، به علت حرکت مولکولی، آلودگی به درون آب رها می

ت طم و غیریکنواختی سرعت در سطح مقطع جرییان، بیه 
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شود. جا میسرعت در آب پخش و همراه با جریان آب جابه

ها در آب بخیش مهمیی از سازوکار پخش و حرکت آلاینده

های بسییاری دانش محیک زیست است که تاکنون پژوهش

ت هییای مربییوط بییه آن صییورت گرفتییه اسییدر موضییوع

(Mahmoodian Shooshtari, 2009) معادلییه حییاکم بییر .

 -جاییها، معادلیه جابیهی انتقال آلودگی در رودخانهپدیده

هیای دیفرانسییل جزئیی پراکندگی است که از نوع معادلیه

. معادله یادشده که از نیوع (Chapra, 1997)سهموی است 

بینی میزان غلظیت باشد دقت لازم را در پیشک سیک می

ای گونهآلاینده در رودخانه ندارد؛ لذا بایستی این معادله به

سازی داشیته تغییر داده شود که کمترین خطا را در شبیه

باشد. برای بررسی دقیق انتقال آلاینیده در آبراهیه از روش 

کیه دارای مقبولییت   1یفرانسیل و انتگرال کسریحساب د

شود. تفاوت بین مشتق مرتبیه تری است، استفاده میبیش

صحیح مثبت و مشتق مرتبه کسیری، در رفتیار محلیی ییا 

هاست. در مشتق مرتبه صحیح مثبت، شییب غیرمحلی آن

 ,Blank)شیود تابع در یک بازه بسیار کوچک تعرییف میی

برای یک تابع معیین در ییک . مشتق مرتبه کسری  (1996

هیای مجیاور شده، نه تنها به مقادیر تابع در نقطهنقطه داده

هیای تیابع در سراسیر بستگی دارد، بلکه بستگی به ویژگی

دامنه مکیانی تیابع دارد. در روش کسیری، مرتبیه مشیتق 

صیورت کسیری تغیییر جایی بههای پراکندگی و جابهجمله

حاصیل   2اکنیدگی کسیریپر  -جایییابد و معادله جابیهمی

میاده   3تواند روند انتقیال غیرفیکییخوبی میشود که بهمی

سیازی شونده از طریق مشتق کسری در مکان را شبیهحل

زمینیه  این در را گام ترین. مهم(Huang et al., 2008)کند 

Deng et al. (2004)  جاییبرداشییتند و مییدل جابییه-

سیازی انتقیال آلیودگی در پراکندگی کسری را برای شبیه

 های دارای پهنه ماندابی ارائه دادند.  رودخانه

 بایستمی  در رودخانه  آلاینده  انتقال  سازیمدل  انجام  برای

 تنها  هامعادله  این  حل.  شود  حل  انتقال  معادله دیفرانسیلی

پیذیر امکان  تحلیلیی  صیورت  بیه  ساده  های بسیارحالت  در

رفتیار   یدگییچیپ   لدلییبه  کاربردی  هایحالت  برای  و  است

 
1 Fractional Calculus 
2 Fractional Advection- Dispersion Equation (FADE) 
3 non-Fickian Transport 

 اریبسی  یهیافراسنجهو ورود    عتیدر طب  سامانه  کی  یواقع

 از اسییتفاده ،هسییتند لیییکییه در حییل مسییئله دخ یادیییز

شبکه های بدونروش  .است  ناپذیراجتناب  عددی  هایروش

های اخیر هستند که سالهای عددی در  ترین روشاز نوین

هیای مبتنیی بییر هییای روشای از کاسیتیاند پیارهتوانسیته

هایی را حل کننید کیه بندی را اص ح کرده و مسئلهشبکه

طیور بندی ییا بیههای مبتنی بر شبکهها با روشتحلیل آن

پذیر نبوده، و یا اینکیه نییاز بیه صیرف هزینیه و کلی امکان

 زمان زیادی دارند.  

Mohtashami (2017) سازی جریان آب زیرزمینیی به مدل

در آبخییوان آزاد دشییت بیرجنیید در دو حالییت مانییدگار و 

-شیبکه محلیی پتیرووغیرماندگار با استفاده از روش بدون

سازی پرداختند. ایشان سطح آب زیرزمینی مدل  4گالرکین

شییبکه را بییا سییطح آب زیرزمینییی شییده بییه روش بییدون

. نتیایت کردنیدود مقایسه  شده و روش تفاضل محدمشاهده

و دقت قابل قبیول ایین روش   کارکردتحقیق ایشان گویای  

شیبکه بیرای یک روش بیدون Tayebi et al. (2017)است. 

پخشییدگی بیا مشیتقات کسیری   -جاییحل معادله جابیه

بعدی ارائه دادند. برای حل معادلیه زمانی با مرتبه متغیر دو

تفاضل محدود با طیرح های زمان از روش  در دامنه  یادشده

دسیت برای بیه MLSو در دامنه مکان تقریب  ،θدهی  وزن

گسسته مناسب استفاده شید. روش های نیمهحلآوردن راه

شده در حل سه مثیال متفیاوت شیامل دو مسیئله پیشنهاد

 و یییک مثییال کییاربردی از توزیییع آلییودگی در اسییتاندارد

میوارد، تأیید شده اسیت. در همیه ایین    (اتمسفر)  س هرهوا

شیده دهد کیه روش پیشینهاددست آمده نشان مینتایت به

بیه حیل  Lian et al. (2017)خیلیی دقییق و قیوی اسیت. 

پخشییدگی کسیری   -جیاییبعدی جابیهعددی معادله یک

مکانی به روش بازتولید ذرات کرنل پرداختند. ایشان بیرای 

گیری گوسی عبارت دارای مشیتق کسیری از روش انتگرال

کمیک کسری کاپوتو استفاده کردند و در نهایت بیهمشتق  

شده را بررسی کردند بعدی صحت مدل ارائهچند مثال یک

 کرد بالای مدل است. کاردقت و   گویایکه نتایت  

Deymevar (2018)    هییای  آب   هییایمعادلییهبییه حییل عییددی

 
4 Meshless Local Petrov-Galerkin  
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گیالرکین  -شبکه محلی پتیروو عمق با استفاده از روش بدون کم 

غیرمانییدگار پرداخییت. هییدف از تحقیییق ایشییان،  در حالییت  

بیشیه بیود  سازی عبور جریان آب از روی سرریز سد سیاه مدل 

ای  ای و توزیع نامنظم گیره که در دو حالت با توزیع منظم گره 

قبیول ایین  کرد و دقت قابل کار   گویای انجام شد. نتایت تحقیق  

  هیای به حل عددی معادلیه   Lin et al. (2020)باشد.  روش می 

لیووییل در معادلیه  -فرانسیل جزئی کسری به روش ریمیان دی 

بعدی پخشیدگی کسری مکانی پرداختنید. روش  یک، دو و سه 

شیبکه و اجیزای  کار برده در این تحقیق روش بیدون عددی به 

گالرکین است. ایشان برای کاهش پیچییدگی و  -محدود پتروو 

شیبکه بازتولیید  ، از تقرییب بیدون یادشیده روش    تأثیر افزایش  

عنوان تابع آزمون و تابع شیکل روش اجیزای محیدود  کرنل به 

  عنوان تابع وزن استفاده کردند. خروجیی میدل ارائیه صریح به 

 Gholami etبرده است.  کار  کرد خوب روش به کار شده بیانگر  

al. (2021)    جیایی جابیه   بعیدی ییک معادلیه    حیل عیددی به-  

گیالرکین  -پتیروو   محلیی   شبکه روش عددی بدون پراکندگی به 

کرد میدل از  صیحت کیار  منظیور بررسیی پرداختند. ایشان بیه 

  9آزمایش( استفاده کردند که    11بِرن ) های رودخانه مِری داده 

آزمایش بیرای اعتبارسینجی میدل    2آزمایش برای واسنجی و  

کار برده شد. در حالت واسنجی، ضریب پراکندگی و سیرعت  به 

ضریب پراکندگی و سرعت بیرای    های میزان   بهینه شد. س س 

شیید. نتییایت تحقیییق    بییرآورد اعتبارسیینجی دو آزمییایش دیگییر  

 باشد.  شبکه می کرد و دقت قابل قبول روش بدون کار   گویای 

هیای طبیعیی نشیان  هیا در رودخانیه آلاینده سازی انتقال مدل 

هیای  چالش ، هنوز  گییرچشمهای  دهد که بر خ ف پیشرفت می 

وجود دارد که نیازمنید تحقیقیات بیشیتری اسیت. از    بسیاری 

  هیا بررسیی این است که در گذشته، اغلیب    ها چالش جمله این  

  هیای طیع پاییدار و مق شده در رژیم جرییان  بر انتقال ماده حل 

  مییانگین کردند که با در نظر گرفتن سیرعت  می   منظم تمرکز 

کند. این در حالی است که انتقیال  ثابت در مدل نمود پیدا می 

نیامنظمی  هیای  مقطیع طبیعی کیه    های آبراهه ماده آلاینده در  

است. بنابراین ایین پیژوهش درصیدد ارائیه    عادی دارند، امری  

سییازی پدیییده انتقییال آلاینییده در  مییدلی جییامع بییرای شییبیه 

  هیای نقض های با جریان پایدار و غیریکنواخت است تا  رودخانه 

سیازی انتقیال  های رایت موجود در زمینه شبیه موجود در مدل 

 آلاینده را برطرف سازد. 

 

 هامواد و روش -2
شیبکه بیر پاییه های بیدونکار روش  مبنایکه  بسته به این

ییابی، ییا نمیایش دامنیه بندی، تقریب یا درونروند فرمول

های مختلفی را در نظیر گرفیت. روش توان روششد، میبا

شییبکه هییای بییدونگییالرکین یکییی از روش -محلییی پتییروو

 .(Liu, 2002; Atluri and Zhu, 1998)باشد  می

 ین  گالرك-وپترو  ی شبكه محل روش بدون  -1-2

تابع و   یبتقر  یبرا  ینگالرک-پتروو  یشبکه محلروش بدون

 کلییبیهکیار    آیندندارد. فر  یازن  یکلبه شبکه    یریگانتگرال

 یشکل قیو  یبندفرمول  مبنایبر    یعدد  یهاروش  همانند

حیداقل  ییبکیه تقر ییجامانند تفاضل محدود است. از آن

رود، لازم اسیت یکار مبه  یادشدهمربعات متحرو در روش  

 یضیرور  یمیرز  یکاعمیال شیرا  یبرا  یخاص  یهاکه روش

دامنه  1 شکل. (Lin and Atluri, 2000)کار گرفته شود به

را نشیان   طبیعییو    ضیروریهمراه شرایک مرزی  مسئله به

: Ωq،  : دامنیه پاییهΩs،  : نقطه گوسیXQدهد که در آن  می

 درونیی: مرز  Γqi،  : دامنه تابع وزنΩw،  گیریدامنه انتگرال

: Γqtو  از میرز ضیروری: قسیمتی Γqu، گییریدامنه انتگرال

 .(Liu and Gu, 2005)  باشدمی قسمتی از مرز طبیعی

 

 
Fig. 1 Problem domain with essential and natural 

boundary conditions (Liu and Gu, 2005) 

لو و  )  طبیعیو  ضروریهمراه شرایک مرزی دامنه مسئله به 1 شكل

 (. 2005ژو، 
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تابع تقریب حداقل مربعات متحرک/ تابع   -2-2

 شكل

Belytschko et al. (1994)  وAtluri and Zhu (1998) 

-شبکه محلی پترووبرای ساخت توابع شکل در روش بدون

گیالرکین از تیابع تقرییب حیداقل مربعیات متحیرو بهییره 

مییدانی در محیدوده  ییک تیابع تغیییر  hU(X)اند. اگر  برده

 hU(X)با    Xدر نقطه    hU(X)باشد، تقریب   Ωمورد بررسی  

شیود بییان میی (1) شود که به صورت رابطهنشان داده می

(Liu and Gu, 2005). 

(1) 𝑈ℎ(𝑋) =∑𝑝𝑗(𝑋)𝑎𝑗(𝑋)

𝑚

𝑗

= 𝑃𝑇(𝑋)𝑎(𝑋)  

و   P(X)دهنده  های تشکیلایتک جمله  شمار  mکه در آن  

a(X)    بردار ضریبP(X)  ( 2)صیورت رابطیه  اسیت کیه بیه

 شود.تعریف می

(2) 𝑎𝑇(𝑋) = {𝑎1(𝑋)     𝑎2(𝑋)   …   𝑎𝑚(𝑋)} 

پاییه اسیت، کیه   هایتابعیک بردار از    P(X)،  (1)در رابطه  

 دستیابیهای لازم برای  ایتک جمله  بیشتریناغلب شامل  

باشد. در فضای یک بعدی، یک کامل بودن، می  به کمترین

بییان   (3)  برابیر رابطیه  mای کامل از مرتبه  پایه چندجمله

 .شودمی

(3) 𝑃𝑇(𝑋) = {1      𝑥      𝑥2   …    𝑥𝑚} 

مقیدار تیابع   برآوردطور موضعی برای  بههایی که  گره  شمار

شیود، توسیک دامنیه پاییه تعییین استفاده میی  Xدر نقطه  

، تیابع a(X)مجهیول    هیایبمنظور تعیین ضری. بهشودمی

 شود:  کمینه  باید 2Lدار نرم وزن

(4) 𝐽 =∑𝑊(𝑋 − 𝑋𝐼)[𝑃
𝑇(𝑋𝐼) 𝑎(𝑋) − 𝑈𝐼]

2

𝑛

𝐼

 

 Iدهنده تابع وزن مربوط به گره  نشان  iW(X)در رابطه بالا  

شیده در   میزان بیرآوردکروشه اخت ف بین    میزان درونو  

باشیید. داده شییده در همییان نقطییه مییی میییزانو  Iنقطییه 

باشد. در دامنه پایه تابع وزن می  هاشمار نقطه  nهمچنین،  

𝐽/𝜕𝑎��شیرط    Jکردن تابع    کمینهبه منظور   = بررسیی   0

 شود.می (5)منجر به رابطه خطی   نهایتدر که   شودمی

(5)  𝑎(𝑋) = 𝐴−1(𝑋)𝐵(𝑋) 𝑈𝑠  

ترتیب در بیییه SUو  A(X) ،B(X)کیییه در معادلیییه بیییالا، 

 شوند.بعدی تعریف می هایرابطه

(6 )                     𝐴(𝑋) = ∑ 𝑊(𝑋𝐼)𝑝(𝑋𝐼)𝑃
𝑇(𝑋𝐼)

𝑛
𝐼 

مییاتریس لنگییر وزنییی اسییت، و مییاتریس  A(X)ه در آن کیی
B(X)   

(6)        𝐵(𝑋) = {𝑊1𝑝(𝑥1)  𝑊2𝑝(𝑥2) …  𝑊𝑛𝑝(𝑥𝑛)} 
 

(8                                 )𝑈𝑠 = {𝑈1     𝑈2    …  𝑈𝑛} 

، تقریییب حییداقل (1)در رابطییه  (5)بییا قییرار دادن رابطییه 

  .شوندارائه می (9) صورت رابطهمربعات به
(7)  𝑈ℎ(𝑋) = ∑ ∑ 𝑝𝑗(𝑋) 

𝑚
𝑗

𝑛
𝐼 (𝐴−1(𝑋)𝐵(𝑋))𝑗𝐼𝑈𝐼 =

∑ ∅𝐼(𝑋)
𝑛
𝐼 𝑈𝐼 

 IUتییابع شییکل و  𝐼(𝑋)∅تییابع تقریییب،  hU(X)ه در آن کیی

 .(Liu and Gu, 2005)باشد  گرهی می فراسنجه

 تابع وزن   -3-2
کرد تقرییب حیداقل در کیار  مهم و میثثریتابع وزن نقش  

 هیایتیابعبرای محاسبه تابع وزن از  ت متحرو دارد.  مربعا

و   W)2(اس ی ین درجیه چهیار  ،  W)1(اس ی ین درجه سه  

 تحقیقیات  بیشیترشیود. در  اسیتفاده میی  W)3(تابع نمایی  

نمایی و اسی ی ین درجیه سیه بیرای های  تابعشده از  انجام

در ایین همین منظیور  وزنی استفاده شده است. بههای  تابع

)رابطیه  شیودمیانتخاب تحقیق تابع اس ی ین درجه چهار  

 id. این تابع پیوسته از مرتبیه سیوم اسیت کیه در آن  (10

شیعاع تیأثیر تیابع  wrاست و    xتا نقطه    ixفاصله بین نقطه  

 . (Liu and Gu, 2005)وزن است 
(8) 

𝑊𝑖(𝑋) = {
1 − 6𝑟𝑖

2 + 8𝑟𝑖
3 − 3𝑟𝑖

4               𝑟 ≤ 1
 

0                                                      𝑟 > 1

, 

[𝑟𝑖 =
𝑑𝑖
𝑟𝑤
=
|𝑥 − 𝑥𝑖|

𝑟𝑤
] 

 انواع مشتق كسری  -4-2
مشتق معمولی بیه   تعمیم  برای  های مختلفی روش  کلی   طور به 

تیوان بیه  میی  جمله  آن  از  که   دارد   وجود   کسری  مشتق مرتبه 

  -مشیتق کسیری ریمیان ،  1نیکوف لت   -مشتق کسری گرانوالد 

در روش مشیتق  اشاره کیرد.  3مشتق کسری کاپوتو و    2لیوویل 

 
1 Grunwald- Letnikov 
2 Riemann-Liouville 
3 Caputo 
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  آنگیاه از تابع انتگیرال جزئیی و    در آغاز لیوویل،  –کسری ریمان 

شیود و در روش مشیتق  مشتق معمولی مرتبه اول گرفتیه می 

انتگرال جزئیی  آنگاه  مشتق مرتبه اول و  در آغاز  کسری کاپوتو،  

شییود. مشییتق کسییری در مفهییوم کییاپوتو  از تییابع گرفتییه می 

 : (Podlubny, 1999)تعریف شده است   ( 11) رابطه   صورت به 
(9) 

𝐷𝑡
𝛼𝑓(𝑡) = 𝐷−(𝑚−𝛼+1)[𝑓(𝑚+1)(𝑥)] =𝑎

𝐶  

1

𝛤(𝑚 − 𝛼 + 1)
∫ (𝑡 − 𝑥)𝑚−𝛼𝑓(𝑚+1)(𝑥)𝑑𝑥
𝑡

𝑎

 

 

𝛼که در آن،   > 𝑚 و 0 ≤ 𝛼 ≤ 𝑚 +  گیریمشتق  .است  1

قرار   ریاضیدانان  استفاده  مورد  بیشتر  لیوویل-ریمان  کسری

 تاکنون  باشد،می  کسری  اولیه  شرایک  نیازمند   چون  و  گرفته

 دنییای هیایمسئله برای نداشته و دارییمعن  فیزیکی  بیان

 .  باشدنمی  مناسب  واقعی

-جتتایی ستتازی معادلتته جابتتهگسستتته -5-2

 بعدی  پراكندگی كسری مكانی در حالت دو
هیای عیریض از بینی انتقال آلاینده در رودخانیهبرای پیش

بعیدی ک سیک در حالیت دو  پراکندگی   -جاییمعادله جابه

 شود:صورت زیر استفاده میبه

(10) 

𝜕(ℎ𝐶(𝑥, 𝑦, 𝑡))

𝜕𝑡
+
𝜕(ℎ𝑢𝐶(𝑥, 𝑦, 𝑡))

𝜕𝑥
+
𝜕(ℎ𝑣𝐶(𝑥, 𝑦, 𝑡))

𝜕𝑦

=
𝜕

𝜕𝑥
 (ℎ𝐷𝑥  

𝜕𝐶(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥
)

+
𝜕

𝜕𝑦
 (ℎ𝐷𝑦

𝜕𝐶(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦
) ± ℎ𝑆 

 

 uغلظت آلاینده در مجرای رودخانیه،    C(x,y,t)که در آن،  

ضیریب  xDسرعت عرضی جرییان،  vسرعت طولی جریان، 

عمیق   hضیریب پراکنیدگی عرضیی،    yDپراکندگی طولی،  

از تخلیه ماده آلاینده،   پس شده  مدت زمان س ری  tجریان،  

S    ،منبع چاه یا چشمهx    فاصله طولی از نقطیه تخلییه وy 

 .(Fischer et al., 1979) فاصله عرضی از نقطه تخلیه است

کیه در ری مکیانی  پراکندگی مرتبه کسی-جاییمعادله جابه

زییر   صیورت رابطیهاسیت، بیه    شیدهاین پژوهش بررسیی  

 :باشدمی

(11) 

𝜕(ℎ𝐶(𝑥, 𝑦, 𝑡))

𝜕𝑡
+
𝜕(ℎ𝑢𝐶(𝑥, 𝑦, 𝑡))

𝜕𝑥

+
𝜕(ℎ𝑣𝐶(𝑥, 𝑦, 𝑡))

𝜕𝑦

=
𝜕

𝜕𝑥
 (ℎ𝐷𝑥  

𝜕𝛼𝐶(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥𝛼
)

+
𝜕

𝜕𝑦
 (ℎ𝐷𝑦

𝜕𝛽𝐶(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦𝛽
) ± ℎ𝑆 

ترتییب در هیای مشیتق مکیان بیهمرتبیه βو   α  که در آن

را با بیاز کیردن   (13)  معادلهاست.    عرضی راستای طولی و  

ضرب برای سه عبیارت اول آن، اسیتفاده از مشتقات حاصل

تیوان معادله پیوستگی جریان و انجام عملیات جبیری میی

 صورت زیر نوشت: به

𝜕𝐶

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝐶

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝐶

𝜕𝑦
−
1

ℎ

𝜕

𝜕𝑥
 (ℎ𝐷𝑥  

𝜕𝛼𝐶

𝜕𝑥𝛼
)

−
1

ℎ

𝜕

𝜕𝑦
 (ℎ𝐷𝑦  

𝜕𝛽𝐶

𝜕𝑦𝛽
) = 𝑆 

(12) 

گالرکین و -به روش محلی پتروو  رابطه بالا  سازی با گسسته

ضیرب دار، و با باز کردن مشتقات حاصلهای وزنباقیمانده

 توان نوشت:می

∫𝑊𝑗
𝜕𝐶

𝜕𝑡

 

𝛺

𝑑𝛺 + ∫𝑊𝑗  𝑢
𝜕𝐶

𝜕𝑥

 

𝛺

𝑑𝛺 + ∫𝑊𝑗 𝑣
𝜕𝐶

𝜕𝑦

 

𝛺

𝑑𝛺

− ∫𝑊𝑗  
1

ℎ

𝜕

𝜕𝑥
 (ℎ𝐷𝑥  

𝜕𝛼𝐶

𝜕𝑥𝛼
)

 

𝛺

𝑑𝛺

− ∫𝑊𝑗  
1

ℎ

𝜕

𝜕𝑦
 (ℎ𝐷𝑦  

𝜕𝛽𝐶

𝜕𝑦𝛽
)

 

𝛺

𝑑𝛺

= ∫𝑊𝑗  𝑆 𝛿(𝑥 − 𝑥𝑘)(𝑦 − 𝑦𝑘)

 

𝛺

𝑑𝛺 

(13) 

غلظت متمرکیز   Sو جمله آخر از سمت چپ،    بالادر رابطه  

 kyو   kxیا رودخانه در نقطه    (کانالآبراهه )ورودی )چاه( به  

یک گیره از   k، اگر  دیراو تابع    هایویژگیاست. با توجه به  

، در رخ دهیدبیر روی گیره    Sدامنه باشد؛ به عبیارتی اگیر  

خواهید بیود. بیا بیاز کیردن  Sصورت جمله آخیر برابیر این

گییری کسیری کارگیری انتگرالضرب و بهمشتقات حاصل

 ,Abdeljawad et al., 2019, Li and Xu)جیز  بیه جیز  

, 2020et al.2010, Lin )  و استفاده از طرح وزنییxθ  وyθ 

 توان نوشت:می
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∫𝑊𝑗
𝜕𝐶

𝜕𝑡

 

𝛺

𝑑𝛺 + ∫𝑊𝑗  𝑢
𝜕𝐶

𝜕𝑥

 

𝛺

𝑑𝛺 + ∫𝑊𝑗  𝑣
𝜕𝐶

𝜕𝑦

 

𝛺

𝑑𝛺

+ 𝜃𝑥 [−(∫  𝐷𝑥  𝐷𝑏
𝛼𝑊𝑗𝑥

𝐶  
𝜕𝐶

𝜕𝑥
 

 

𝛺

𝑑𝛺 + ∫  
𝜕𝐷𝑥
𝜕𝑥

 𝐷𝑏
𝛼𝑊𝑗𝑥

𝐶  𝐶 

 

𝛺

𝑑𝛺 + ∫
1

ℎ
  𝐷𝑥  

𝜕ℎ

𝜕𝑥
 𝐷𝑏

𝛼𝑊𝑗𝑥
𝐶  𝐶

 

𝛺

𝑑𝛺)]

+ (1 − 𝜃𝑥) [−(−∫  𝐷𝑥  𝐷𝑥
𝛼𝑊𝑗𝑎

𝐶  
𝜕𝐶

𝜕𝑥
 

 

𝛺

𝑑𝛺 − ∫  
𝜕𝐷𝑥
𝜕𝑥

 𝐷𝑥
𝛼𝑊𝑗𝑎

𝐶  𝐶 

 

𝛺

𝑑𝛺 − ∫
1

ℎ
  𝐷𝑥  

𝜕ℎ

𝜕𝑥
 𝐷𝑥

𝛼𝑊𝑗𝑎
𝐶  𝐶

 

𝛺

𝑑𝛺)]

+ 𝜃𝑦 [−(∫  𝐷𝑦 𝐷𝑏′
𝛽
𝑊𝑗𝑦

𝐶  
𝜕𝐶

𝜕𝑦
 

 

𝛺

𝑑𝛺 + ∫
𝜕𝐷𝑦

𝜕𝑦
 𝐷𝑏′

𝛽
𝑊𝑗𝑦

𝐶  𝐶 

 

𝛺

𝑑𝛺 + ∫  
1

ℎ
𝐷𝑦
𝜕ℎ

𝜕𝑦
  𝐷𝑏′

𝛽
𝑊𝑗𝑦

𝐶  𝐶 

 

𝛺

𝑑𝛺)]

+ (1 − 𝜃𝑥) [−(−∫  𝐷𝑦  𝐷𝑦
𝛽
𝑊𝑗𝑎′

𝐶  
𝜕𝐶

𝜕𝑦
 

 

𝛺

𝑑𝛺 − ∫
𝜕𝐷𝑦

𝜕𝑦
 𝐷𝑦

𝛽
𝑊𝑗𝑎′

𝐶  𝐶 

 

𝛺

𝑑𝛺 − ∫  
1

ℎ
𝐷𝑦
𝜕ℎ

𝜕𝑦
  𝐷𝑦

𝛽
𝑊𝑗𝑎′

𝐶  𝐶 

 

𝛺

𝑑𝛺)]

= ∫𝑊𝑗  𝑆 𝛿(𝑥 − 𝑥𝑘)(𝑦 − 𝑦𝑘)

 

𝛺

𝑑𝛺 

(14) 

𝐷𝑥،  بالادر رابطه  
𝛼

𝑎
𝐶    و𝐷𝑦

𝛽
𝑎′
𝐶   بییانگر مشیتق مرتبیه کسیری

 'bو    bمعرف ابتدای بازه و    'aو    aباشد که در آن  می  غلظت

ترتییب در راسیتای طیولی و معرف انتهای بازه موردنظر به

معرف روش کسری کاپوتو است. لازم   Cعرضی رودخانه، و  

0در محیییدوده yθو  xθ مییییزاناسیییت  ییییادآوریبیییه  ≤

 𝜃𝑥  , 𝜃𝑦 ≤ بیه ییک  xθ  انمییزکنید. هرچیه  تغییر میی   1

تر خواهد بود دست بیشهای پایینتر باشد، تأثیر گرهنزدیک

هیای تر باشد، تیأثیر گیرهبه صفر نزدیک xθ  میزانو هرچه  

، تیأثیر 5/0برابیر  xθدست بیشتر خواهد بود و در حالت بالا

دست بیر غلظیت گیره میوردنظر های بالادست و پایینگره

تقریب مشیتق مرتبیه اول یکسان خواهد بود. با استفاده از  

توان جمله زمانی غلظت در نقطه خاص به روش ضمنی می

 نوشت:

∫𝑊𝑗
𝐶𝑚+1 − 𝐶𝑚

∆𝑡

 

𝛺

𝑑𝛺 + ∫𝑊𝑗  𝑢
𝜕𝐶𝑚+1

𝜕𝑥

 

𝛺

𝑑𝛺 + ∫𝑊𝑗  𝑣
𝜕𝐶𝑚+1

𝜕𝑦

 

𝛺

𝑑𝛺

− 𝜃𝑥 (∫  𝐷𝑥  𝐷𝑏
𝛼𝑊𝑗𝑥

𝐶  
𝜕𝐶𝑚+1

𝜕𝑥
 

 

𝛺

𝑑𝛺 + ∫  
𝜕𝐷𝑥
𝜕𝑥

 𝐷𝑏
𝛼𝑊𝑗𝑥

𝐶  𝐶𝑚+1
 

𝛺

𝑑𝛺 + ∫
1

ℎ
  𝐷𝑥  

𝜕ℎ

𝜕𝑥
 𝐷𝑏

𝛼𝑊𝑗𝑥
𝐶  𝐶𝑚+1

 

𝛺

𝑑𝛺)

+ (1 − 𝜃𝑥) (∫  𝐷𝑥  𝐷𝑥
𝛼𝑊𝑗𝑎

𝐶  
𝜕𝐶𝑚+1

𝜕𝑥
 

 

𝛺

𝑑𝛺 + ∫  
𝜕𝐷𝑥
𝜕𝑥

 𝐷𝑥
𝛼𝑊𝑗𝑎

𝐶  𝐶𝑚+1 

 

𝛺

𝑑𝛺

+ ∫
1

ℎ
  𝐷𝑥  

𝜕ℎ

𝜕𝑥
 𝐷𝑥

𝛼𝑊𝑗𝑎
𝐶  𝐶𝑚+1

 

𝛺

𝑑𝛺)−𝜃𝑦 (∫  𝐷𝑦  𝐷𝑏′
𝛽
𝑊𝑗𝑦

𝐶  
𝜕𝐶𝑚+1

𝜕𝑦
 

 

𝛺

𝑑𝛺 + ∫
𝜕𝐷𝑦

𝜕𝑦
 𝐷

𝑏′
𝛽
𝑊𝑗𝑦

𝐶  𝐶𝑚+1 

 

𝛺

𝑑𝛺

+ ∫  
1

ℎ
𝐷𝑦
𝜕ℎ

𝜕𝑦
  𝐷

𝑏′
𝛽
𝑊𝑗𝑦

𝐶  𝐶𝑚+1 

 

𝛺

𝑑𝛺)

+ (1 − 𝜃𝑦) (∫  𝐷𝑦 𝐷𝑦
𝛽
𝑊𝑗𝑎′

𝐶  
𝜕𝐶𝑚+1

𝜕𝑦
 

 

𝛺

𝑑𝛺 + ∫
𝜕𝐷𝑦

𝜕𝑦
 𝐷𝑦

𝛽
𝑊𝑗𝑎′

𝐶  𝐶𝑚+1 

 

𝛺

𝑑𝛺 + ∫  
1

ℎ
𝐷𝑦
𝜕ℎ

𝜕𝑦
  𝐷𝑦

𝛽
𝑊𝑗𝑎′

𝐶  𝐶𝑚+1 

 

𝛺

𝑑𝛺)

= ∫𝑊𝑗  𝑆 𝛿(𝑥 − 𝑥𝑘)(𝑦 − 𝑦𝑘)

 

𝛺

𝑑𝛺 

(15) 

 

نسبت بیه متغییر   غلظت و مشتق آن  میزان برآوردیبرای  

 :شودزیر استفاده می هایرابطهاز   مستقل مکان

𝐶(𝑥, 𝑦, 𝑡) =∑𝐶𝑖(𝑡) 𝛷𝑖(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑖=1

 (16) 

𝜕𝐶(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥
=∑𝐶𝑖(𝑡) 

𝜕𝛷𝑖
𝜕𝑥

  

𝑛

𝑖=1

 (17) 

𝜕𝐶(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦
=∑𝐶𝑖(𝑡) 

𝜕𝛷𝑖
𝜕𝑦

 

𝑛

𝑖=1

 (18) 

و با فرض اینکیه   (17)  رابطهدر    های بالارابطهبا جایگزینی  

و  kxیا رودخانیه در نقطیه   آبراههغلظت متمرکز ورودی به  

ky آید:دست میباشد، به 
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[∫∑   

𝑛

𝑖=1

𝑊𝑗
𝛷𝑖
∆𝑡

 

𝛺

𝑑𝛺 + ∫∑   

𝑛

𝑖=1

𝑊𝑗  𝑢𝑖
𝜕𝛷𝑖
𝜕𝑥

 

𝛺

𝑑𝛺 + ∫∑   

𝑛

𝑖=1

𝑊𝑗  𝑣𝑖
𝜕𝛷𝑖
𝜕𝑦

 

𝛺

𝑑𝛺

− 𝜃𝑥 (∫  ∑   

𝑛

𝑖=1

𝐷𝑥𝑖  𝐷𝑏
𝛼𝑊𝑗𝑥

𝐶  
𝜕𝛷𝑖
𝜕𝑥
 

 

𝛺

𝑑𝛺 + ∫∑   

𝑛

𝑖=1

 (
𝜕𝐷𝑥
𝜕𝑥

)
𝑖
 𝐷𝑏

𝛼𝑊𝑗𝑥
𝐶  𝛷𝑖

 

𝛺

𝑑𝛺

+ ∫∑   

𝑛

𝑖=1

1

ℎ𝑖
  𝐷𝑥𝑖  (

𝜕ℎ

𝜕𝑥
)
𝑖
 𝐷𝑏

𝛼𝑊𝑗𝑥
𝐶  𝛷𝑖

 

𝛺

𝑑𝛺)

+ (1 − 𝜃𝑥) (∫  ∑   

𝑛

𝑖=1

𝐷𝑥𝑖   𝐷𝑥
𝛼𝑊𝑗𝑎

𝐶  
𝜕𝛷𝑖
𝜕𝑥
 

 

𝛺

𝑑𝛺 + ∫  ∑   

𝑛

𝑖=1

 (
𝜕𝐷𝑥
𝜕𝑥

)
𝑖
 𝐷𝑥

𝛼𝑊𝑗𝑎
𝐶  𝛷𝑖  

 

𝛺

𝑑𝛺

+ ∫∑   

𝑛

𝑖=1

1

ℎ𝑖
  𝐷𝑥𝑖  (

𝜕ℎ

𝜕𝑥
)
𝑖
 𝐷𝑥

𝛼𝑊𝑗𝑎
𝐶  𝛷𝑖

 

𝛺

𝑑𝛺)

− 𝜃𝑦 (∫  ∑   

𝑛

𝑖=1

𝐷𝑦𝑖  𝐷𝑏′
𝛽
𝑊𝑗𝑦

𝐶  
𝜕𝛷𝑖
𝜕𝑦

 

 

𝛺

𝑑𝛺 + ∫∑   

𝑛

𝑖=1

(
𝜕𝐷𝑦

𝜕𝑦
)
𝑖

 𝐷
𝑏′
𝛽
𝑊𝑗𝑦

𝐶  𝛷𝑖

 

𝛺

𝑑𝛺

+ ∫  ∑   

𝑛

𝑖=1

1

ℎ𝑖
𝐷𝑦𝑖 (

𝜕ℎ

𝜕𝑦
 )
𝑖

 𝐷
𝑏′
𝛽
𝑊𝑗𝑦

𝐶  𝛷𝑖  

 

𝛺

𝑑𝛺)

+ (1 − 𝜃𝑦) (∫  ∑  

𝑛

𝑖=1

𝐷𝑦𝑖  𝐷𝑦
𝛽
𝑊𝑗𝑎′

𝐶  
𝜕𝛷𝑖
𝜕𝑦

 

 

𝛺

𝑑𝛺 + ∫∑   

𝑛

𝑖=1

(
𝜕𝐷𝑦

𝜕𝑦
)
𝑖

 𝐷𝑦
𝛽
𝑊𝑗𝑎′

𝐶  𝛷𝑖  

 

𝛺

𝑑𝛺

+ ∫  ∑   

𝑛

𝑖=1

1

ℎ𝑖
𝐷𝑦𝑖 (

𝜕ℎ

𝜕𝑦
 )
𝑖

𝐷𝑦
𝛽
𝑊𝑗𝑎′

𝐶  𝛷𝑖  

 

𝛺

𝑑𝛺)] 𝐶𝑖
𝑚+1 = ∫𝑊𝑗

 𝐶𝑖
𝑚

∆𝑡

 

𝛺

𝑑𝛺 + 𝑆 

(19) 

 
 

گییری از انتگیرال  رابطیه بیالاگییری  برای محاسبه انتگرال

ای از موقعییت نمونیه  2  شیکلشیود.  گوسی اسیتفاده میی

 گوسیی اسیتفادههای  نقطههمراه  قرارگیری گره مجهول به

 دهد.  شده در این تحقیق را نشان می

 

 
Fig. 2 Unknown node with Gauss points (2D)  

بعدی( گوسی )دو   های نقطهگره مجهول به همراه  2 شكل  

 برابر رابطیهبعدی مورد استفاده در این تحقیق  تابع وزن دو

نشان   3  شکلگیری آن در  باشد که دامنه انتگرالمی  (22)

 داده شده است.

 

 
Fig. 3 Two-dimensional integration domain  

 گیری دوبعدی دامنه انتگرال 3 شكل
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(20) 
(𝑥, 𝑦) ∈ Ω𝐴,𝐵 

(1 − 6(
|𝑥 − 𝑥𝐴|

𝑟𝑠𝑑−𝑋
)

2

+ 8(
|𝑥 − 𝑥𝐴|

𝑟𝑠𝑑−𝑋
)

3

− 3(
|𝑥 − 𝑥𝐴|

𝑟𝑠𝑑−𝑋
)

4

)

× (1 − 6(
|𝑦 − 𝑦𝐵|

𝑟𝑠𝑑−𝑌
)

2

+ 8(
|𝑦 − 𝑦𝐵|

𝑟𝑠𝑑−𝑌
)

3

− 3(
|𝑦 − 𝑦𝐵|

𝑟𝑠𝑑−𝑌
)

4

), 
𝑊𝑖(𝑥, 𝑦) =

{
  
 

  
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑠 0,       

 
هیای نقطیهعیرض  yگوسیی،  هیاینقطهطول   xکه در آن  

 X-sdrعرض گره مجهیول،  Byطول گره مجهول،  Axگوسی،  

گییری در راسیتای طیول و های دامنه انتگرالشعاع  Y-sdrو  

در ادامه بیه  است. B+1,y1-B]×[yA+1,x1-A=[xA,BΩ[عرض، و 

حل مشتق مرتبه کسری تابع وزن )سمت راسیت و سیمت 

روش عددی کاپوتو پرداخته شده بهدر راستای طولی  چپ(  

 .است
 

 

)مشتق مرتبه کسری سمت راست تابع وزن در راستای طول  𝐷𝑏
𝛼𝑊𝑗𝑥

𝐶 𝛼برای  ( > 0: 

(21) 𝐷𝑏
𝛼𝑊(𝑥, 𝑦) =

−1

𝛤(1−𝛼)
∫ (𝜉 − 𝑥)−𝛼
𝑏

𝑥
 𝑊′(𝜉, 𝑦) 𝑑𝜉𝑥

𝐶 ,                    0 ≤ 𝛼 ≤ 1 

(22) 𝐷𝑏
𝛼𝑊(𝑥, 𝑦) =

−1

𝛤(2−𝛼)
∫ (𝜉 − 𝑥)1−𝛼
𝑏

𝑥
 𝑊"(𝜉, 𝑦) 𝑑𝜉𝑥

𝐶 ,                   1 ≤ 𝛼 ≤ 2 

 

(23) 

𝐷𝑏
𝛼𝑊(𝑥, 𝑦) = 𝜆(𝛼)𝑥

𝐶 × 

(𝑥, 𝑦) ∈ Ω1,𝐵 

(4(𝑥𝐴 − 𝑥)
3−𝛼 + (𝑥𝐴+1 − 𝑥)

3−𝛼 −
3(𝑥𝐴+1 − 𝑥)

4−𝛼

(4 − 𝛼)𝑟𝑠𝑑−𝑋
 + (𝑥𝐴−1 − 𝑥)

3−𝛼

+
3(𝑥𝐴−1 − 𝑥)

4−𝛼

(4 − 𝛼)𝑟𝑠𝑑−𝑋
) × (1 − 6(

|𝑦 − 𝑦𝐵|

𝑟𝑠𝑑−𝑌
)

2

+ 8(
|𝑦 − 𝑦𝐵|

𝑟𝑠𝑑−𝑌
)

3

− 3(
|𝑦 − 𝑦𝐵|

𝑟𝑠𝑑−𝑌
)

4

), 

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(𝑥, 𝑦) ∈ Ω𝐴−1,𝐵 

(4(𝑥𝐴 − 𝑥)
3−𝛼 + (𝑥𝐴+1 − 𝑥)

3−𝛼 −
3(𝑥𝐴+1 − 𝑥)

4−𝛼

(4 − 𝛼)𝑟𝑠𝑑−𝑋
)

× (1 − 6(
|𝑦 − 𝑦𝐵|

𝑟𝑠𝑑−𝑌
)

2

+ 8(
|𝑦 − 𝑦𝐵|

𝑟𝑠𝑑−𝑌
)

3

− 3(
|𝑦 − 𝑦𝐵|

𝑟𝑠𝑑−𝑌
)

4

), 

 (𝑥, 𝑦) ∈ Ω𝐴,𝐵 

((𝑥𝐴+1 − 𝑥)
3−𝛼 −

3(𝑥𝐴+1 − 𝑥)
4−𝛼

(4 − 𝛼)𝑟𝑠𝑑−𝑋
)

× (1 − 6(
|𝑦 − 𝑦𝐵|

𝑟𝑠𝑑−𝑌
)

2

+ 8(
|𝑦 − 𝑦𝐵|

𝑟𝑠𝑑−𝑌
)

3

− 3(
|𝑦 − 𝑦𝐵|

𝑟𝑠𝑑−𝑌
)

4

), 

𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑠 0, 

 

 :بالا هایرابطهدر 

(24) 𝜆(𝛼) =
24

𝑟𝑠𝑑−𝑋
3 𝛤(4 − 𝛼)

 
(25) 

Ω1,𝐵     = [𝑥1, 𝑥𝐴−1] × [𝑦𝐵−1, 𝑦𝐵+1] 

Ω𝐴−1,𝐵 = [𝑥𝐴−1, 𝑥𝐴] × [𝑦𝐵−1, 𝑦𝐵+1] 

Ω𝐴,𝐵     = [𝑥𝐴, 𝑥𝐴+1] × [𝑦𝐵−1, 𝑦𝐵+1] 

 

)مشتق مرتبه کسری سمت چپ تابع وزن در راستای طول  𝐷𝑥
𝛼𝑊𝑗𝑎

𝐶 𝛼برای  ( > 0: 

(26) 𝐷𝑥
𝛼𝑊(𝑥, 𝑦) =

1

𝛤(1−𝛼)
∫ (𝑥 − 𝜉)−𝛼
𝑥

𝑎
 𝑊′(𝜉, 𝑦) 𝑑𝜉𝑎

𝐶 ,                     0 ≤ 𝛼 ≤ 1 

(27) 𝐷𝑥
𝛼𝑊(𝑥, 𝑦) =

1

𝛤(2−𝛼)
∫ (𝑥 − 𝜉)1−𝛼
𝑥

𝑎
 𝑊"(𝜉, 𝑦) 𝑑𝜉𝑎

𝐶 ,                   1 ≤ 𝛼 ≤ 2 
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(28) 
 

𝐷𝑥
𝛼𝑊(𝑥, 𝑦) = 𝜆(𝛼)𝑎

𝐶 × 

𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑠 0, 

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

(𝑥, 𝑦) ∈ Ω𝐴−1,𝐵 

((𝑥 − 𝑥𝐴−1)
3−𝛼 −

3(𝑥 − 𝑥𝐴−1)
4−𝛼

(4 − 𝛼)𝑟𝑠𝑑−𝑋
)

× (1 − 6(
|𝑦 − 𝑦𝐵|

𝑟𝑠𝑑−𝑌
)

2

+ 8(
|𝑦 − 𝑦𝐵|

𝑟𝑠𝑑−𝑌
)

3

− 3(
|𝑦 − 𝑦𝐵|

𝑟𝑠𝑑−𝑌
)

4

), 

 (𝑥, 𝑦) ∈ Ω𝐴,𝐵 

(4(𝑥 − 𝑥𝐴)
3−𝛼 + (𝑥 − 𝑥𝐴−1)

3−𝛼 −
3(𝑥 − 𝑥𝐴−1)

4−𝛼

(4 − 𝛼)𝑟𝑠𝑑−𝑋
)

× (1 − 6(
|𝑦 − 𝑦𝐵|

𝑟𝑠𝑑−𝑌
)

2

+ 8(
|𝑦 − 𝑦𝐵|

𝑟𝑠𝑑−𝑌
)

3

− 3(
|𝑦 − 𝑦𝐵|

𝑟𝑠𝑑−𝑌
)

4

), 

(𝑥, 𝑦) ∈ Ω𝐴+1,𝐵 

(4(𝑥 − 𝑥𝐴)
3−𝛼 + (𝑥 − 𝑥𝐴−1)

3−𝛼 −
3(𝑥 − 𝑥𝐴−1)

4−𝛼

(4 − 𝛼)𝑟𝑠𝑑−𝑋
 + (𝑥 − 𝑥𝐴+1)

3−𝛼

+
3(𝑥 − 𝑥𝐴+1)

4−𝛼

(4 − 𝛼)𝑟𝑠𝑑−𝑋
) × (1 − 6(

|𝑦 − 𝑦𝐵|

𝑟𝑠𝑑−𝑌
)

2

+ 8(
|𝑦 − 𝑦𝐵|

𝑟𝑠𝑑−𝑌
)

3

− 3(
|𝑦 − 𝑦𝐵|

𝑟𝑠𝑑−𝑌
)

4

), 

 

 های بالا:در رابطه

(29) 

Ω𝐴−1,𝐵 = [𝑥𝐴−1, 𝑥𝐴] × [𝑦𝐵−1, 𝑦𝐵+1] 

Ω𝐴,𝐵     = [𝑥𝐴, 𝑥𝐴+1] × [𝑦𝐵−1, 𝑦𝐵+1] 

Ω𝐴+1,𝐵 = [𝑥𝐴+1, 𝑥𝑁] × [𝑦𝐵−1, 𝑦𝐵+1] 

، (21) رابطییهدر  کسییریبییا جایگییذاری مشییتقات مرتبییه 

پراکنیدگی کسیری   -جیاییترین شکل معادله جابهگسسته

خ صه کرد  KC=Fتوان آن را به شکل شود و میایجاد می

میاتریس  Fو  میاتریس مجهیول  Cماتریس سیختی،    Kکه  

شیرط میرزی ،  بیالاهای  نیرو است. پس از تشکیل ماتریس

دیریکله )مرز ضروری( و شرط مرزی نیومن )مرز طبیعیی( 

 (.4 شکل)  شودبه آن اعمال می
 

Fig. 4 Problem domain and boundary conditions in 

solving the advection-dispersion equation 

  -جاییدامنه مسئله و شرایک مرزی در حل معادله جابه 4 شكل

 پراکندگی 

 

شیود، ولیی از طور مستقیم اعمال میشرط مرزی نیومن به

شکل حداقل مربعیات متحیرو، شیرط   هایتابعکه  آنجایی

همیین دلییل هنگیام کنند، بیهای کرونکر را ارضا  نمیدلت

 )pα(اعمال شرط مرزی دریکله نیاز به یک ضیریب پنیالتی 

𝐶 صیورتاست. حال اگر شیرایک میرزی دیریکلیه را بیه −

𝐶̅ = ان شیرط میرزی فرض کنییم، جملیه زییر بیه عنیو  0

 شود.  ورودی به ماتریس سختی و بردار نیرو اضافه می

[𝛼𝑝𝑊𝑗(𝐶
𝑚+1 − 𝐶̅)] = [𝛼𝑝𝑊𝑗𝐶

𝑚+1 − 𝛼𝑝𝑊𝑗𝐶̅]   (30) 

 

ترین شکل گسستهدر نهایت پس از اعمال شرایک مرزی بر 

مجهیول هیر   مییزان  ،پراکندگی کسری  -جاییمعادله جابه

 .شودمیمحاسبه ( 33) رابطهگره )غلظت( با استفاده از 

𝐶 =
𝐹

𝐾
 (31) 

شیبکه کرد روش بیدونمنظور بررسی کاردر این تحقیق، به

پراکندگی -جاییگالرکین در حل معادله جابه-محلی پتروو

 استفاده شده است.  1های رودخانه آتاباسکاکسری از داده

رودخانته متورد   هتایویژگتی موقعیت و    -6-2

 مطالعه
های مهم و پر آب کشیور رودخانه آتاباسکا یکی از رودخانه

 
1 Athabasca 
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شییمالی و در  11باشیید. اییین رودخانییه در زون کانییادا مییی

 نتیایت مبنیای قیرار دارد. بیر WGS 84مختصیات جهیانی 

ایین  2000در سیال  Putz and Smithمیدانی  هایبررسی

مترمکعیب در ثانییه در   365رودخانه دارای دبیی بییش از  

در   بررسیی  میورد  رودخانهمحدوده    باشد.فصل تابستان می

بیوده   2کانادا نزدیک شیهر ادمونتیون  1منطقه شهر هینتون

عرض ایین میانگین  .بررسی شودکیلومتر آن    26  حدودکه  

 3بییش از   متیر تیا  1متر بوده و عمق آن از    150رودخانه  

محدوده   5  شکل  .مختلف آن متغیر است  هاینقطهمتر در  

کیلیومتر   5در این پیژوهش  دهد.  را نشان می  بررسی  مورد

 1جییدول  درسییازی شییده اسییت کییه ابتییدای بییازه مییدل

یادشده آورده   هایهندسی و هیدرولیکی مقطع  هایویژگی

ی رودخانه میورد مطالعیه نمایی از بازه  6  شکل  شده است.

 دهد.کیلومتر ابتدای رودخانه( را نشان می 5)

 

 
Fig. 5 Location of Athabasca River Reach under study (Putz and Smith, 2000) 

 (Putz and Smith, 2000)رودخانه آتاباسکا   بررسی  محدوده مورد 5 شكل

  

 (Putz and W.Smith, 2000)شده از رودخانه آتاباسکا مقاطع عرضی برداشت مشخصات  1جدول 
Table 1 Cross section characteristics of Athabasca River (Putz and W.Smith, 2000) 

Cross section 

Distance (m) 

Area 

)2(m 

River Width 

(m) 

River Depth 

(m) 

Ground 

Elve. (m) 

Water Elve. 

(m) 

Aveg.Velosity 

(m/s) 

Ridus Hydraulic 

(m) 

0 240.07 106.30 2.26 960.20 964.92 1.51 2.29 

100 294.73 102.47 2.88 960.18 964.68 1.23 2.29 

300 260.36 100.07 2.60 960.58 964.72 1.40 2.58 

500 255.02 161.77 1.58 960.46 964.39 1.43 1.57 

925 226.50 201.50 1.12 962.17 964.02 1.61 1.13 

1875 343.11 147.36 2.33 959.71 963.27 1.06 2.32 

2425 353.24 137.09 2.58 959.16 963.01 1.03 2.55 

3000 196.63 185.13 1.06 959.94 962.07 1.85 1.05 

3725 309.25 192.13 1.61 957.84 961.41 1.18 1.60 

4725 264.60 158.00 1.67 957.74 960.52 1.37 1.67 

5725 309.77 169.50 1.83 956.34 959.84 1.17 1.83 

 

1

 
1 Hinton 
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Fig. 6 View of the studied river  

   بررسیی رودخانه مورد نمایی از بازه 6 شكل

 

را نشییان  بررسییعمیق جرییان را در بییازه میورد  7 شیکل

ترین قسیمت شود عمیقطور که مشاهده میدهد. همانمی

 هایناحیهدر اوایل مسیر رودخانه و در    تا حدودیرودخانه  

ترتیب به  9  شکل  و  8  شکل  مرکزی آن قرار دارد. همچنین

سرعت جریان و بردارهای سرعت در رودخانه   (کانتورتراز )

شیده ضیمن هیای ارائیهدهد. در شیکلآتاباسکا را نشان می

و   بیشیینههیای هندسیی بیا سیرعت  مکان  کردنمشخ   

درستی نمایش ، بردارهای سرعت در بازه رودخانه بهکمینه

 داده شده است. 

 

 
Fig. 7 Contour of flow depth in the Athabasca River 

 عمق جریان در رودخانه آتاباسکا خطوط هم 7 شكل

 

 
Fig. 8 Contour of flow velocity in the Athabasca River  

 سرعت جریان در رودخانه آتاباسکا   خطوط هم 8 شكل

 

 
Fig. 9 Velocity vectors in the Athabasca River  

 بردارهای سرعت در رودخانه آتاباسکا  9 شكل
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 شرح آزمایش  -7-2
شیده در گیزارش اسیمیت و پیاتز، موقعییت در نتایت ارائیه

نشان  q/Qبعد ها در هر مقطع عرضی توسک رابطه بینمونه

دبیی تجمعیی عبیوری از بخشیی از   qکیه  ،  شده استداده

 باشید.دبی کیل رودخانیه میی  Qباشد و  مقطع رودخانه می

ای بییوده کییه در شییده از نییوع نقطییهمنبییع آلاینییده فییرض

 قیرار  بالادست و در نزدیکی ساحل سمت راسیت رودخانیه

صیورت بیه  کنندهاست. ماده رنگی توسک یک پخش  گرفته

ساعت بیه درون  25/5زمان  پیوسته و با دبی ثابت به مدت

رفتیه در ایین   کارماده ردیاب به  رودخانه تزریق شده است.

آزمایش ردامین بوده که میزان زوال این ماده صفر در نظر 

های مربوط به غلظیت و دبیی میاده شده است. داده  گرفته

  آمده است. 2جدول  در  رودخانه درردیاب  

آتاباسکا   رودخانه در های مربوط به غلظت و دبی ردیاب داده 2جدول  

 ( 2000در سال اسمیت  و پاتز)

Table 2 Tracer concentration and discharge data in the 

Athabasca River (Putz and W.Smith, 2000) 

inq 

/s)3(m  

 0C 

(μg/l) 

Duration 

 (hr) 

Q  

/s)3(m 

 bC 

(μg/l) 
∞C 

 (μg/l) 

1.3×10-6 2.3×108 5.25 363.6 0.05 0.82 

 

غلظت ماده ردییاب   bC  ،در زمان تزریقغلظت    0Cدر اینجا  

آمده   دستغلظت نهایی به  C∞  از تزریق،  پیشدر رودخانه  

دبیی   inqدبی کل رودخانیه و    Q  از تزریق،  پسدر رودخانه  

دسیت از رابطیه زییر بیه  C∞  مییزان  باشد.منبع آلاینده می

 آمده است:

(32) 𝐶∞ =
𝑞𝑖𝑛 𝐶0
𝑄 + 𝑞𝑖𝑛

≈
𝑞𝑖𝑛  𝐶0
𝑄

ازای به          ,      𝑞𝑖𝑛 ≪ 𝑄 

 شرایط مرزی و اولیه    -8-2

برای اعمال شرایک اولیه و مرزی باید بیه شیرایک محیطیی 

اسیت کیه پییش از  ییادآوری. لازم بیه کیردرودخانه توجه 

تزریق میاده ردییاب بیه رودخانیه غلظیت آن در رودخانیه 

گرم بر   5×10-8آن برابر با    میزانگیری شده است که  اندازه

باشد. بنابراین با توجه به موجود بودن غلظت میاده می  لیتر

ردیاب در رودخانه، شرط اولیه و نیز شرط مرزی بالادست، 

 بیرایشیود. فیرض مییشده گیریردیاب اندازهماده  غلظت  

، شیرط گرادییان صیفر رودخانیه  هیایساحلو    دستپایین

ریاضی شیرایک اولییه و میرزی در   شکل  .اعمال شده است

 ارائه شده است. (35)رابطه 

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

𝐶(𝑥, 𝑦, 0) = 5 × 10−8
𝑔𝑟

𝐿𝑖𝑡
,          (𝑥, 𝑦) ∈ Ω 

(33)  

𝐶(0, 𝑦, 𝑡)

= {
2.3 × 108

𝑔𝑟

𝐿𝑖𝑡
,   𝑦 ∈ 𝛺, 0 ≤ 𝑡 ≤ 5.25ℎ𝑟

0,                                    𝑦 ∈ 𝛺, 𝑡 > 5.25ℎ𝑟  
 

𝜕𝐶

𝜕𝑥
(∞, 𝑦, 𝑡) = 0;                        𝑦 ∈ 𝛺, 𝑡 ≥ 0 

𝜕𝐶

𝜕𝑦
(𝑥, 0, 𝑡) = 0;                          𝑥 ∈ 𝛺, 𝑡 ≥ 0 

𝜕𝐶

𝜕𝑦
(𝑥,∞, 𝑡) = 0;                         𝑥 ∈ 𝛺, 𝑡 ≥ 0 

 نتایج و بحث -3
فاصیله   مبنیایهای مورد استفاده در رودخانه بر  توزیع گره

، تا شرط پاییداری عیدد کورانیت برقیرار شدزمانی انتخاب  

رودخانیه دارای   بررسییکه محدوده میورد  باشد. از آنجایی

متیر اسیت، فاصیله   200عیرض    بیشینهکیلومتر و    5طول  

ها در راستای عرضی کمتر انتخاب شد تا میدل بتوانید گره

توجه به این نکته .  کنددرستی مدل  پراکندگی عرضی را به

ای انیدازههای زمانی باید بیههم ضروری است که تعداد گام

 ینیدهایآباشد که مدل بیه پاییداری لازم بیرای اجیرای فر

 شیمارظیور لازم اسیت کیه  سازی برسد. برای ایین منمدل

توجه قیرار   . این عمل باید موردشودهای زمانی ارزیابی  گام

زمیانی زییاد اگرچیه اطمینیان   هایگام  شمارکه    گیرد چرا

برد، ولی ممکن اسیت کیه زمیان اجیرای پایداری را بالا می

مدل را طولانی کند و ایین در حیالی اسیت کیه میدل بیه 

هیای زمیانی امگی  شیمارپایداری رسییده باشید. همچنیین  

بیرای   کوچک ممکن است که مدل را به پاییداری نرسیاند.

هیای گیام  شیمارتوان با تکرارهای مختلیف،  این منظور می

 دست آورد. سازی بهینه را بهمدل

 تیرینبا انجام تکرارهیای مختلیف، مناسیب  در این پژوهش

متر در نظر گرفته   15و    50ترتیب برابر  به  y∆و    x∆  میزان

(. 10  شیکل)  شیدگیره ایجیاد    1100  شمار  در کلشد که  

ثانیه انتخاب شد که عیدد   30هر گام زمانی برابر  همچنین  

 باشد.بیانگر پایداری مدل می ،کورانت کمتر از یک
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Fig. 10 Nodes defined in the problem domain  

 شده در دامنه مسئلههای تعریفگره 10 شكل

 

پراکنییدگی،  هییاییبهییای ضییرفراسیینجهدر اییین مسییئله 

چیولگی بیا افیزایش   هیایضیریبمشتقات مرتبه کسری و  

 1میانگین مربعیات خطیا  میزان، کاهش  R)2(ضریب تبیین  

(MSE)  2و میانگین خطای مطلق  (MAE)  هیای بیین داده

-بهینه شدند که مقادیر بهینیه  شدهشده و محاسبهمشاهده

اسیت   ییادآوریارائه شده است. لازم بیه    3جدول  شده در  

رودخانیه در طیول مسییر )ماننید   هایدلیل تغییرپذیریبه

هیای تغییرپیذیریشیدگی، پهنیه مانیدابی،  بازشدگی، تنگ

میان مانید در ناحییه و ...( مدت ز  هامانعزبری بستر، وجود  

اشباع زیربستر افزایش یافته و آزادسازی   ناحیهنگهداشت و  

جرم با کمی تأخیر همراه خواهید بیود، در نتیجیه حرکیت 

 گیرد. تر صورت میآلاینده آهسته

 شده در رودخانه آتاباسکا های بهینهفراسنجه 3جدول 

Table 3 Optimized parameters in the Athabasca River 

xD yD α β xθ yθ 

68 2.5 0.94 0.985 0.53 0.51 

 

 1-4بیازه  حرکیت میاده ردییاب در    چگونگی  11  شکل  در

طور ابتدای رودخانه نشان داده شده است. همان  کیلومتری

شود، با توجه به قرارگیری منبع آلاینده در که مشاهده می

سییاحل سییمت راسییت، حرکییت مییاده آلاینییده بیشییتر در 

سمت راست رودخانیه بیوده کیه بیه تیدریت بیه   یهاناحیه

کیه  کنیدعرضی حرکت می پراکندگیسمت چپ تحت اثر 

 .سازی شده استخوبی توسک مدل شبیهاین مسئله به

 
1 Mean Square Error 

2 Mean Absolute Error 

 
Fig. 11 Tracer movement in the range of 1-4 km 

 کیلومتر    1-4نحوه حرکت ماده ردیاب در بازه  11 شكل

 

های مربوط بیه پخیش میاده ردییاب، برای نمایش خروجی

به غلظت   های مربوط به هر نقطه از مقطع موردنظر،غلظت

آمیده در رودخانیه تقسییم دسیتبیه  (غلظت اشباع)نهایی  

وجیود آمیدن غلظیت . این امر باعث بیهc/Cꞌ(C=∞(  شودمی

آمیده دسیتغلظت به  c  شود. در اینجامیبعد  شده بینرمال

آمیده در رودخانیه دستغلظت اشباع به  C∞،  سازیاز شبیه

 ꞌC میکروگییرم در لیتییر بییوده و 82/0آن برابییر  میییزانکییه 

باشد. همچنین دبیی تجمعیی بعد شده میغلظت نرمال بی

بر   (دبی تجمعی از ساحل سمت چپ)هر نقطه از مقطع را  

ه تقسیم کرده تیا بیدین ترتییب دبی کل عبوری از رودخان

دبیی کیل  Q. آییددسیت بیه  (q/Q)  بعید دبییبی  فراسنجه

باشید. دبی تجمعی از ساحل سمت چیپ میی  q  رودخانه و

بعید شده بی، غلظت نرمالهامقطعچنانچه برای هرکدام از  

هیر مقطیع غلظیت عبیوری از    ،رسیم شیود  q/Qل  در مقاب

با   سازی آلودگیشبیهآمده از  دستشود. نتایت بهنمایان می

شیده شده و خروجیی تحقیقیات ارائیهاستفاده از مدل ارائه

با اسیتفاده از میدل تجیاری  (Maleki, 2016)توسک ملکی 

بیرای   ،شدهگیریاندازه  های میدانیداده  همراهبه  21مایک  

در  725/4و  725/3، 425/2عرضییی در کیلییومتر  مقطییع

کیه مشیخ  طیور  همیان.  های زیر ارائه شیده اسیتشکل

دلییل وجیود مشیتقات مرتبیه شیده بیهباشد مدل ارائیهمی

پیذیری بیالایی در چیولگی انعطیاف  هیایضیریبکسری و  

وجیود خطیا مییان بینیی غلظیت میاده ردییاب دارد.  پیش

توانید میی هیای مییدانی،شیده و دادهسیازیهای شبیهداده

شده باشد. نکتیه برداشت  هایمقطع  شماردلیل کم بودن  به
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مانند پیل در مسییر   هامانعجه دیگر، وجود برخی از  توقابل

باشد که ممکین اسیت الگیوی جرییان را تحیت جریان می

 شعاع قرار دهد و باعث ایجاد خطا در نتایت شود.

 
 

 
Fig. 12 Normalized dimensionless tracer concentration 

versus q/Q (2.425 km) 
)کیلومتر   q/Qشده ردیاب در مقابل بعدنرمال بی غلظت  12 شكل

425/2 ) 

 

 
Fig. 13 Normalized dimensionless tracer concentration 

versus q/Q (3.725 km) 
)کیلومتر   q/Qشده ردیاب در مقابل بعدنرمال بی   غلظت 13 شكل

725/3 ) 
 

 
Fig. 14 Normalized dimensionless tracer concentration 

versus q/Q (4.725 km) 
)کیلومتر   q/Qشده ردیاب در مقابل بعدغلظت نرمال بی  14 شكل

725/4 ) 
 

شده در این تحقیق بیا ، نتایت روش عددی ارائه4جدول  در  

هیای خطیا کمیک شیاخ بیه  21افزار ماییک  خروجی نرم

 2R  مییزانطور که مشخ  است  همان  .مقایسه شده است

گالرکین نسبت به میدل -شبکه محلی پتروودر روش بدون

 725/4و    725/3،  425/2عرضیی    هیایمقطیعبرای  مایک  

بالا درصد افزایش داشته است.    11  میانگینطور  کیلومتر به

 MAEو    MSE  هیایمییزانو پایین بیودن    2R  میزانبودن  

حیل عیددی معادلیه تواند گویای ایین مهیم باشید کیه می

شیبکه محلیی دگی کسری به روش بیدونپراکن-جاییجابه

علت در نظر گیرفتن به  21گالرکین نسبت به مایک  -پتروو

چیولگی دارای پاسی    هایمشتقات مرتبه کسری و ضریب

 ست. تری ادقیق

نگهداشیت   تیأثیرخیوبی  بعدی بیههای دوکه مدلاز آنجایی

در نظر   عددی  اشباع زیربستر را در حل  هایناحیهموقت و  

منظیور عنیوان ابیزاری ارزشیمند بیهتواند بیهگیرند، میمی

 . شودشده استفاده اعتبارسنجی مدل ارائه
 

 بررسی مورد   سه مقطع های خطا در شاخ   4جدول 

Table 4 Error indices in the three sections studied 
                          Cross sections  

Index                                          

2.425 km 3.725 km 4.725 km 

Mike21 Petrov-Galerkin Mike21 Petrov-Galerkin Mike21 Petrov-Galerkin 

R2 (%) 85 97.35 87 97.46 89 94.92 

MSE 0.100 0.016 0.021 0.011 0.008 0.009 

MAE 0.281 0.104 0.099 0.095 0.073 0.078 
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 گیرینتیجه -4
-جیایی منظیور حیل عیددی معادلیه جابیه در این تحقیق بیه 

گیالرکین،  -شبکه محلی پتیروو پراکندگی کسری از روش بدون 

ی مربوط به مشتق کسیری مکیانی از روش  جمله و برای حل  

هیای رودخانیه  شیده بیا داده . میدل ارائیه شید کاپوتو اسیتفاده 

کیلومتری    0-5آتاباسکا )جریان غیریکنواخت و پایدار( در بازه  

صیورت پیوسیته و بیا  ماده ردیاب بیه اعتبارسنجی شد. تزریق  

سییاعت در بالادسییت و در    5/ 25زمییان    دبییی ثابییت بییه مییدت 

  شیرط میرزی انجام شد.  ساحل سمت راست رودخانه نزدیکی  

، شیرط گرادییان صیفر  رودخانیه  هیای ساحل و  دست پایین  در 

پراکنیدگی،    هیای یب هیای ضیر فراسینجه   . درنظر گرفتیه شید 

مشتقات مرتبه کسری و ضیریب چیولگی بیا افیزایش ضیریب  

میانگین مربعات خطا و میانگین خطیای    میزان تبیین، کاهش  

بهینه شیدند.    شده اسبه و مح شده  مشاهده های  مطلق بین داده 

،  2/ 425عرضیی    هیای مقطیع بیرای    بعید شده بیی غلظت نرمال 

و خروجیی    شید رسم    q/Qل  در مقاب   کیلومتر   4/ 725و    3/ 725

شیده  و نتیایت تحقیقیات ارائیه  شیده های مشیاهده مدل با داده 

بیرای هرکیدام  ( 21توسک ملکی )خروجی مدل تجاری مایک 

در روش   2R مییزان . نتیایت نشیان داد شید مقایسیه  از مقاطع  

طیور  گالرکین نسبت به مدل مایک به -شبکه محلی پتروو بدون 

و   2Rن مقیدار بالا بود درصد افزایش داشته است.   11  میانگین 

کرد و دقت قابیل  کار بیانگر    MAEو    MSEر  ی د ا پایین بودن مق 

-جیایی شیده در حیل معادلیه جابیه قبول روش عیددی ارائیه 

باشد. اعمال مشتق مرتبه کسری سیبب  پراکندگی کسری می 

اشیباع    هیای ناحییه شد مدت زمان مانید در ناحییه مانیدابی و  

هییای  میییان داده   ی خطییا زیربسییتر افییزایش، و در نتیجییه  

بعیدی  کاهش یابد. مدل دو   های میدانی داده   و شده  سازی شبیه 

دلییل وجیود مشیتقات  پراکندگی کسری به -جایی معادله جابه 

پیذیری بیالایی  چیولگی، انعطیاف   هیای ضریب مرتبه کسری و  

بینی غلظت ماده ردیاب نسبت به مدل تجیاری  منظور پیش به 

 های طبیعی دارد. آبراهه در    21مایک  

 هانشانهفهرست  -5

 a ابتدای بازه موردنظر در راستای طولی رودخانه

 'a ابتدای بازه موردنظر در راستای عرضی رودخانه

 A(X) ماتریس لنگر وزنی

 b رودخانهانتهای بازه موردنظر در راستای طولی 

 'b انتهای بازه موردنظر در راستای عرضی رودخانه

 gl(μ c-1( سازیآمده از شبیهدستغلظت به

 C ماتریس مجهول

 gl(μ C(x,y,t)-1( غلظت آلاینده در مجرای رودخانه

 Cꞌ بعد شدهغلظت نرمال بی

 gl(μ C0-1( اولیه در زمان تزریقغلظت  

 از تزرییق  پییشغلظت ماده ردیاب در رودخانیه  
)1-(μgl 

Cb 

 از تزرییق  پیسآمده در رودخانیه  دستغلظت اشباع به
)1-(μgl 

C ∞ 

 m Cmمعلوم غلظت آلاینده در سطح زمانی   میزان

 m+1 Cm+1مجهول غلظت در سطح زمانی   میزان

 x (m) diاز نقطه  ixفاصله نقطه 

 s)2(m Dxضریب پراکندگی طولی 

 s)2(m Dyضریب پراکندگی عرضی  

−𝐷 مشتق مرتبه کسری به روش کسری کاپوتو
−

−
𝐶  

 F ماتریس نیرو

 h (m) عمق جریان

 K ماتریس سختی

 n های موجود در دامنه مسئلهگره شمار

 P(X) یک بردار از توابع پایه

s3(m- رودخانهدبی تجمعی عبوری از بخشی از مقطع 

)1 
q 

 s3(m qin-1(  دبی منبع آلاینده

 s3(m Q-1( دبی کل رودخانه

 rw (m) اندازه ناحیه تأثیر تابع وزن

 گیری در راسیتای طیولهای دامنه انتگرالشعاع
(m) 

rsd-X 

 گیری در راستای عیرضهای دامنه انتگرالشعاع
(m) 

rsd-Y 

 S منبع چاه یا چشمه

 شده بعد از تخلیه ماده آلایندهمدت زمان س ری
(hr) 

t 

 ms u)-1( سرعت طولی جریان

 Uh(X) تقریب تابع

 UI گرهی فراسنجه

 ms v)-1( سرعت عرضی جریان

 x (m) فاصله طولی از نقطه تخلیه
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 xA (m) طول گره مجهول

 XQ نقطه گوسی

 y (m) فاصله عرضی از نقطه تخلیه

 yB (m) عرض گره مجهول

 α مرتبه مشتق کسری مکانی در راستای طولی

 αp   ضریب پنالتی

 β مرتبه مشتق کسری مکانی در راستای عرضی

 Γqi گیریمرز داخلی دامنه انتگرال

 Γqu قسمتی از مرز ضروری

 Γqt قسمتی از مرز طبیعی

 θx ضریب چولگی طولی

 θy ضریب چولگی عرضی

 Ω مسئله دامنه

 Ωq گیریانتگرالدامنه 

 Ωs دامنه پایه

 Ωw دامنه تابع وزن

 Ф تابع شکل
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