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Abstract 

Introduction: Channel bends are sometimes unavoidable due to the project conditions or the 

land topography. However, oblique cross waves are a distinct feature of supercritical flow in 

bends. These waves continue for a long distance downstream and increase the height of 
water considerably. Initially, the complex behavior of supercritical flow in bends was studied 

by hydraulic models in a laboratory. Later on, numerical models were found inexpensive 

tools to investigate flow patterns and explain features that may not even be possible to 
measure. In this article, supercritical flow in a rectangular horizontal channel of 90º bend is 

studied with different ratios of radius to channel width (rc/b) using two- and three-

dimensional numerical models. Water surface profiles are then compared with the data that 
were obtained from our experimental bend models. It is proved that three-dimensional 

models are more successful in predicting the flow profile, peak, and location of waves at the 

outer wall bend. 

Methodology: In this study, Flow3D package was used for the three-dimensional simulation 

of flow patterns. This software had a wide variety of applications and capabilities. The user 

could enter information to select different models to provide a range of flow phenomena. 
Flow3D integrated the Navier-Stokes equations (N-S) with finite volume method (FVM), 

with different mesh configurations, suitable for complex geometries. The k-ε turbulence 

model was used to close the N-S partial differential equations. The volume of fluid (VOF) 
method was used to model the free surface boundary. Additional boundary conditions for 

supercritical flow in bends was selected as constant depth and velocity at the inflow section 

and no-slip or zero velocity conditions at the floor and solid walls. The Roe2D model was 
used for the simulation of two-dimensional shallow water equations. This model was able to 

capture discontinuities such as shock waves in supercritical flow. A triangular mesh was 

used for the space discretization, and a minmod slope limiter was implemented to control 
oscillations. Experiments were performed in the curved channel of the hydraulic laboratory 

of Ferdowsi University of Mashhad. This rectangular channel was horizontal, 40 cm in 

width, and the walls and floor were made of transparent plexiglass sheets. A straight 
channel, 1.8 m length, was installed before the bend to ensure flow development length. At 

the end of this channel there was the 90º channel bend with internal and external radii of 40 

and 80 cm, respectively. The channel width could be changed by adding interior walls; 

thereby, the ratio of rc/b might be changed accordingly. 
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Results and Discussion: Several experiments were run in the curved channels with widths 
of 15, 20, 30, and 40 cm and different radius of curvature to channel width (rc/b). The flow 

rate and water depth were measured, and thereby the approach Froude number Fro was 

calculated. New experimental equations were obtained to calculate the maximum flow depth 
and the location of the first wave crest along the outer wall in the terms of the approach 

Froud number and the geometric specification of the bend. For each experiment, the 

corresponding two- and three-dimensional computer models were performed, too. The 
three-dimensional model could properly estimate the behavior of the supercritical flow, 

including the depth and position of wave crest at the outer wall of the bend. As Fro increased 

or rc/b decreased, the wave peak increased and moved downstream. However, the two-
dimensional model had acceptable accuracy only for low values of Fr0 < 3. The assumption of 

hydrostatic pressure in depth-averaged 2D models was not applicable to supercritical bend 

flows. For flows with low Fro, the vertical acceleration might be ignored; however, as Fro 
increased, it became significant within the bend, and its negligence led to large errors in 

computations. In flows with high Fro, the maximum vertical acceleration occurred at the 

beginning of the bend (minimum depth point), and the minimum occurred at the wave crest. 
At high Fro, the vertical acceleration was downward, causing the hydrodynamic pressure to 

become less than the corresponding hydrostatic pressure. 

Conclusions: The three-dimensional model of Flow3D is a suitable tool for the simulation of 
high-velocity supercritical flows in bends in comparison with the two-dimensional depth-

averaged model of shallow water equation of Roe2D. By examining the pressure distribution 

and vertical acceleration in the numerical models, it may be concluded that the basic 
assumption in the extraction of shallow water equations, namely the hydrostatic pressure 

distribution, is not admissible, especially at high Froude numbers. Moreover, the effects of 

vertical acceleration of water particles has a great effect on the estimation of wave crest depth 

and its position in the bend.  

Keywords: Curved open channel, Numerical solution, Pressure distribution, Vertical 

acceleration, Roe2D, Flow3D. 
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 ها فوق بحرانی در خم  تحلیل دو و سه بعدی جریان 
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 .دکتری گروه عمران، دانشکده مهندسی، دانشگاه فردوسی مشهد دانشجوی -1
 .گروه عمران، دانشگده مهندسی، پژوهشکده آب و محیط زیست، دانشگاه فردوسی مشهد ، استاد -2
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 www.jhyd.iha.irگاه نشریه هیدرولیک: وب      ⸙⸙⸙       1400/ 10/09، پذیرش: 31/06/1400دریافت: 

شود. نسبت  و مقطع مستطیلی به صورت آزمایشگاهی و عددی بررسی می  درجه  90های افقی با خم  جریان فوق بحرانی در کانال: چكیده

قرررار دارد. در    18/6تررا    82/1برری    0Frو عدد فرررود جریرران ورودی برره خررم   83/4تا  50/1( در محدوده b/crشعاع انحناء به عرض کانال )

سه بعدی به خرروبی    استفاده شده است. مدل Flow3Dافزار  سازی سه بعدی از نرمو برای مدل  Roe2Dسازی دو بعدی از مدل عددی شبیه

عمق به دست آمررده اسررت،  های کمم است اما مدل دو بعدی که از حل معادلات آبسازی رفتار جررریان فوق بحرانی در خقادر به شبرریه

با مقایسرره توزیررع    .شوددقت قابرل قبولی دارد. با افزایش عدد فرود جریان ورودی به خم، خطای ای  مدل بیشتر می  0Fr  < 3برای مقادیر 

عمررق  کررم هررایشود که فرض اساسی معادلات آبخم ثابت می  فشارهای هیدرواستاتیک و هیدرودینامیک و همچنی  مؤلفه قائم شتاب در

جریرران   شود، تأثریر زیادی در خطای برآورد رفتارآب صرفنظر می یعنی توزیع فشار هیدرواستاتیک که در نتیجه آن از اثر شتاب قائم ذرات

 به خصوص در اعداد فرود بالا دارد.  

 

 .Roe2d ،Flow3Dکانال خمیده روباز، حل عددی، توزیع فشار، شتاب قائم،    كلیدواژگان:

 

 مقدمه -1

 های خمیده برای انتقال آبها استفاده از کانالبعضی وقت

ناپرذیر اجتنراببه دلیل شرایط پروژه یا توپروگرافی زمری   

هرای برا جریران فروق خرمهایی که در  است. یکی از پدیده

 1هرای مرورب و متقرا عدهرد الگروی مرو بحرانی رخ می

ترا  ایر  امروا  .(Chow, 1986)اسرت  1شرکل مشرابه برا 

کننرد و باعر  مسافت زیادی در پایی  دست ادامه پیدا می

شروند کره بالا رفت  سطح آب در دیواره خارجی خرم مری

 .شرودمنجر به افزایش ارتفاع دیواره کانال در  راحری مری

ابتردا توسرط   رفتار پیچیده جریران فروق بحرانری در خرم

هررای هرای هیردرولیکی و اخیرررا  برا اسرتفاده از روشمردل

 ، توسط پژوهشگران تحقیق شده است.عددی

Ippen and Knapp (1936)  جریان فوق بحرانی در خرم را

هرای ایشران به صورت آزمایشگاهی بررسی کردند. آزمایش

های با خمیدگی نسبی )نسربت عررض کانرال بره در کانال

 
1 Cross Waves 

1( در محررردوده cr/=bcρشررعاع خررم 
10
1تررا  

40
انجررام شررد.  

 Knapp and Ippenموقعیت و ارتفاع ای  امررروا  توسرط 

 Poggiبررسرری شررد. von Kàrman (1938)و  (1938)

هرای برا خمیردگی های خرود را در کانرالآزمایش  (1956)

1نسبی  
12
1و    

25
هرای انجرام داد و نتیجره گرفرت کره رابطره  

Knapp and Ippen (1938)  تنها برای مقادیر کم خمیدگی

( 0Frخررم )( و عرردد فرررود جریررران ورودی برره cρنسرربی )

کاربرد دارد و برا افرزایش ایر  دو، خطرای بررآورد بیشرتر 

جریرران فرروق بحرانرری را در  Marchi (1988)شررود. مرری

درجه و خمیدگی نسبی در محردوده   90هایی با خم  کانال

آزمرایش کرررد. محرردوده عرردد فررود جریرران  0/2ترا  5/0

 87/3و    14/1هرای ایشران بری   در آزمایشخم  ورودی به  

جریان فوق بحرانی در  Reinauer and Hager (1997)بود. 

1های نسبی  خم را در سه کانال مختلف با خمیدگی
3
    ،1

12
و   

1
14
های به صورت آزمایشگاهی تحرلیل کردند. نتایج بررسی  

B = Fr0√ρایشان نشررران داد عدد خرم  
c

پرارامتر اصرلی   ،
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 Beltramiکنتررل کننده امروا  جرریان فوق بحرانی است. 

et al. (2007)  جریررران فرروق بحرانرری را در سرره کانررال

هرای نسربی درجرره و خمرریدگی 180مستطیلی برا خرم 

به صورت آزمایشگاهی بررسرری و برا   25/0و    21/0،  13/0

مقایسره کردنرد.  Reinauer and Hager (1997)های رابطه

های قبلی بررای نیمررخ سرطح آب در دیرواره ایشان رابطه

 Ghaeini and Tahershamsiخارجی خرم را بهبرود دادند.  

معادلرررره پیوسرررتگی و معادلررره دو بعررردی اولرررر  (2009)

سازی کردند و جریران گیری شده در عمق را خطیمتوسط

های مسرتطیلی خمیرده بررسرری فوق بحرانی را در تندآب

کردنررد. نتررایج حررل تحلیلرری بررا مقررادیر آزمایشررگاهی 

 سنجی شد.صحت

Valiani and Caleffi (2005)  از جمله محققانی بودند کره

جریان فوق بحرانی در خرم را به صورت عرددی بررسری و 

 HLL1  روش عددی حجم محردودارزیابی کردند. ایشان با  

فروق  جریرانرا حرل کردنرد و   2عمرقهای کممعادلات آب

سرازی کردنرد. آنهرا بررای های تیز را مردلبحرانی در خم

 Marchiی سنجی مدل عددی از نترایج آزمایشرگاهصحت

اسرتفاده کردنرد.  Reinauer and Hager (1997)و  (1988)

Shamkhalchian and Jaefarzadeh (2011) هرای فرضریه

سازی عددی اموا  فوق بحرانری راه حل تحلیلی برای مدل

 Jaefarzadeh et al. (2012)هرا را ارزیرابی کردنرد. در خرم

ی عردد  برا اسرتفاده از روشفوق بحرانی در خرم را    جریان

 هررایسررازی و بررا دادهشرربیه Roe2D حجررم محرردود

 هرایرابطرهو  Reinauer and Hager (1997) آزمایشگاهی

و روش عرررددی  Knapp and Ippen (1938) تحلیلرری

Valiani and Caleffi (2005)  بررسی نتایج کردند. مقایسه

هررای عررددی و آزمایشررگاهی نشرران داد کرره معررادلات آب

توانند عمق جریان فوق بحرانی در خرم را در نمیعمرق  کم

 اعداد فررود بالا به خوبی برآورد کنند.

هرای سره بعردی بررای مردل  ازهای اخیر استفاده  در سال

های فیزیکی و هیدرولیکی گسترش پیدا سازی پدیدهشبیه

هرای آزمایش Brown and Crookston (2016)کرده است. 

Ippen and Knapp (1936) افزار کمرک نرم را باFlow3D 

 
1 Harten, Lax and van Leer (HLL) 

2 Shallow Waters Equation 

سرازی کردنرد. شربیه  LESو    RNGهای آشفتگی  و با مدل

بی  ای  دو مدل، در برآورد عمرق آب در دیرواره خارجرری 

کانال، تفراوت زیرادی وجرود نداشرت و مردل سره بعردی 

گیرری شرده در همخوانی بسریار خروبی برا مقرادیر انردازه

 راحری آزمایشگاه به ویژه در دیواره خارجی خرم )کره در  

 Huang and Wangبیشرتر مرورد عـقرره اسرت( داشرت. 

افرزار به کمک نرم  1:1سرریز یک سد را با مقیاس    (2018)

Flow3D  سرازی کردنرد. کانرال به صورت سه بعدی مردل

 60دست ای  سرریز یک خم با زاویره  شکل پایی مستطیل

مترر داشرت.  8/16مترر و عررض   60درجه، شرعاع میرانی  

 1:30مدل فیزیکی با مقیاس هندسی    ایشان همچنی  یک

سازی سه بعدی را با مردل فیزیکری ساختند و نتایج شبیه

هرایی بررای محاسربه عمرق آب در مقایسه نمودند و رابطه

 .Ghazanfari-Hashemi et alهای خم ارائه کردنرد. دیواره

 Poggiهرای آزمرایش Fluentافرزار با کمرک نررم (2019)

سازی کردند و اهمیت ی شبیهرا به صورت سه بعد  (1956)

هرای آشرفتگی را سازی سه بعدی و همچنی  اثر مدلمدل

هرای خرم بررسری در برآورد نیمررخ سرطح آب در دیرواره

سازی سره بعردی برا و بردون در نظرر گررفت  کردند. مدل

اثررات آشرفتگی انجرام شرد. مردل سره بعردی برا مقرادیر 

شان داد آزمایشگاهی و مدل دو بعدی مقایسه شد و نتایج ن

که مقدار و موقعیرت عمرق بیشرینه جریران در مردل سره 

تر است و همچنی  مدل آشفتگی تأثیر زیرادی بعدی دقیق

 ها ندارد.سازی جریان فوق بحرانی در خمدر شبیه

در ای  پژوهش جریان فروق بحرررانی در کانرال مسرتطیل 

هرای مختلرف درجه با نسبت  90شکل افقی خمیده با خم  

( به صورت آزمایشگاهی و b/crعرض کانال )  شعاع انحناء به

شرود. بررای های دو و سه بعدی مطالعه مریعددی با مدل

و برررای  Roe2Dسررازی دو بعرردی از مرردل عررددی مرردل

اسررتفاده  Flow3Dافررزار سررازی سرره بعرردی از نرررممرردل

سنجی مدل عرددی سره بعردی برا پس از صحتگردد.  می

هرای نتایج آزمایشگاهی و کارهای تحقیقاتی دیگران، رابطه

تجربی جدیدی بررای محاسربه عمرق بیشرینه جریران در 

دیواره خارجی خم و موقعیت فرراز مرو   برر حسرد عردد 

هررای هندسرری خررم ارائرره فرررود جریرران ورودی و ویژگرری

سررتاتیکی و شررود. در ادامرره توزیررع فشررار هیدروامرری
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هیدرودینامیکی آب در خرم توسرط ایر  مردل بره دسرت 

آید. همچنی  با بررسی تغییرات شتاب قائم در خرم در می

خطای بالای مردل عرددی دو   مدل عددی سه بعدی، علت

بعدی در برآورد عمق جریان فوق بحرانری در خرم تشرریح 

 شود.  می

 

 ها مواد و روش -2

 ی در خمحل تحلیلی جریان فوق بحران  -1-2

، crو شرعاع انحنراء  bهرگاه در یک کانال خمریده با عرض  

برقررار باشرد، امروا    1شکل  جریان فوق بحرانی مطابق با  

آیرد. نخسرتی  مرو  مرورب مورب و متقرا ع بوجرود مری

روی دیرواره  Aمثبرت بره علرت انحنرراء کانرال، در نقطره 

شود. ایر  مرو  در خارجی باع  افزایش ارتفاع جریان می

یابد. در همی  هنگام مو  منفری امتداد می  AB ول خط  

حاصل از دیواره داخلی، باع  کاهش عمق جریان شده، در 

 Bیابد. دو مو  حاصرله در نقطره انتشار می  A'B ول خط  

، جریران 'ABAکنند. در بالادست مررز  یکدیگر را قطع می

، در Bگیرد. پس از نقطه  تحرت تأثیر انحناء کانال قرار نمی

نتیجه تداخل اموا  مورب، آشفتگی جریران در یرک خرط 

را   BDو    BCشرود بلکره مسریرهای  مستقیم منتشرر نمری

کنرد. در مسیر جریان را منحرف می  ACپیماید. دیواره  می

بره   Cلت، عمق آب به تدریج اضافه شده، در نقطره  ای  حا

رسد و پس از ای  نقطره در دیرواره خرارجی، از بیشینه می

بره بعرد جریران از   'Aشرود. از نقطره  عمق آب کاسته مری

شرود. در نتیجره نیمررخ دیواره داخلی به خار  کشیده می

بره کمترری  خرود  Dافترد و در نقطره سطح آب پایی  می

در دیواره داخلی اضافه   Dپس از نقطه    رسررد. عمق آبمی

شود. توسعه اموا  مورب، اموا  سینوسی شکلی را برای می

آورد های داخلی و خارجی به وجود میاعماق آب در دیواره

(Chow, 1986)  و(Knapp, 1951). 

(، از شرروع minθ)  maxθنخستی  فراز )نشید( مو  در زاویه  

 Knapp and Ippen (1938)شررود. خررم تشررکیل مرری

هایی را برای محراسبه موقعیرت فرراز و نشرید ایر  رابطه

 :داریم maxθ = minθ = mθامروا  ارائه کرردند.  

(1) 1 2
tan

(2 ) tan
m

c

b

r b




−=
+

   

b   عرض کانرال وβ  تابعی از عردد فررود جریران ورودی بره

 ( است:0Frخم )

(2) 1 0

0

0 0

1
sin ( ),

V
Fr

Fr gh
 −= =  

 

به ترتید سرررعت و عمرق جریران   0hو    0V(،  2در رابطه )

پس از  1شکل برابر با  .  است  ثقلشتاب    g  ورودی به خم و

، مجموعه اموا  متروالی mθتشکیل نخستی  مو  در زاویه  

های خرم در های پی در پی در امتداد دیوارهبا فراز و نشید

 کنند.و غیره توسعه پیدا می mθ2، m θ3های زاویه

 

Fig. 1  Development of oblique waves in a supercritical 

bend flow (Chow, 1986) 

 توسعه اموا  مورب در جریان فوق بحرانی در خم     1شكل 

(Chow, 1986) 
 

Knapp and Ippen (1938) نیمررخ سرطح  محاسبهای برر

 های خم از رابطه زیر استفاده کردند.  آب در دیواره

(3) 2 2

0 sin ( ), 0
2

m

o

h
Fr

h


  =     

 

h  ارتفاع آب در زاویهθ .از ابتدای خم است 

Reinauer and Hager (1997)  بررا بررسرری آزمایشررگاهی

شکل خمیرده افقری، جریان فوق بحرانی در کانال مستطیل

محاسبه موقعیت نخستی  فرراز مرو  و هایی را برای  رابطه

 نیمرخ سطح آب در دیواره خارجی ارائه دادند:

(4) 
0 0

max

0 0

, 0.35

tan

0.6 , 0.35

c c

c c

b b
Fr Fr

r r

b b
Fr Fr

r r







= 
 



 

(5) 1.5

max max

sin ( ), 0 1.25
2

ow

  


 
=    
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، نیمرخ سطح آب در دیواره خارجی است owτدر ای  رابطه، 

 که به شکل زیر بدون بعد شده است.

(6) 0

max 0

ow

h h

h h


−
=

−
 

ای تجربرری برررای محاسرربه عمررق ایشرران همچنرری  رابطرره

0h/maxh=(mZ )(0.5-1در دیواره خارجی خم )  جریانبیشینه  

هرای هندسری بر حسد عدد فرود جریان ورودی و ویژگری

 ( ارائه کردند:Bخم )عدد خم،  

(7) 
2

max

0

0.40 , 1.5
1

0.60 , 1.5
m

B Bh
Z

h B B

 
= − = 



 

 معادلات حاكم  -2-2
( 2اسرتوکس-)نراویر  1معادلات مرومنتمو    پیوستگیمعادله  

به شرکل زیرر   zو    x  ،yدر راستای    3ناپذیربرای سیال تراکم

 :(Chaudry, 2008)است 

(8) 0
u v w

x y z

  
+ + =

  
 

(9) 
2 2 2

2 2 2

:

1
( )x

u u u u
x u v w

t x y z

p u u u
g

x x y z



 

   
+ + + =

   

   
− + + +

   

 

(10) 2 2 2

2 2 2

:

1
( )v

v v v v
y u v w

t x y z

p v v v
g

y x y z



 

   
+ + + =

   

   
− + + +

   

 

(11) 
2 2 2

2 2 2

:

1
( )z

w w w w
z u v w

t x y z

p w w w
g

z x y z



 

   
+ + + =

   

   
− + + +

   

 

هرای توصیف کراملی از ویژگی  حرل همزمان ای  معادلات،

در   ناپرذیرتراکمو    4مختلف میدان جریان یک سیال نیوتنی

   دهد.اختیار قرار می

، wو    u  ،vزمرران، متغیرهرای    ،tهای برالا، متغیرر  در رابطه

، جررم ρ، متغیرر  zو    x  ،yهای سررعت در راسرتاهای  مؤلفه

و   5، گرانروی دینرامیکیμ، فشار، متغیر  pمخصوص، متغیر  

)z, gy , gx g= (g  .نیروی گرانشی بر واحد جرم است 
 

1 Momentum equation 

2 Navier-Stokes Equation 

3 Incompressible fluid 

4 Newtonian Fluid  

5 Dynamic viscosity 

عمق در کانال افقی بدون اصرطکا  از های کممعادلات آب

در عمرق بره دسرت   استوکس-ناویرگیری معادلات  انتگرال

 یند:آمی

(12) 0
U F G

t x y

  
+ + =

    

 در ای  رابطه:

(13) 

h

U hu

hv

 
 

=
 
  

 

2 21
( )

2

hu

F U hu gh

huv

 
 
 = +
 
 
 

 

2 2

( )
1

2

hv
G U huv

hv gh

 
=  
 

+ 
 

 

 

شرتاب   gتراز سرطح آب در هرر نقطره،    hها،  در ای  رابطه

گیرری شرده در عمرق در مؤلفه سرعت متوسط  u(  vثقل، )

 هستند.  x( yراستای )

عمرق، برررای تحلیرررل رفتارهررای کررم هررایاز معرادلات آب

و مرد، شکسرت امروا  در   جرذرسرازی  جریان مثرل مردل

هرا و مرو  حاصرل از سواحل، امروا  سریـبی در رودخانره

شرود. فررض بنیرادی  در شکست سد و غیره اسرتفاده مری

عمق مربوط به توزیرع فشرار های کمآب  استخرا  معادلات

هیدرواستاتیک است که در نتیجه آن از اثرات شتاب قرائم 

  .(Chaudry, 2008)شود ذرات آب، صرفنظر می

 

 مدلسازی عددی    -3-2
های یک ابزار مبتنی بر روش 6دینامیک سیالات محاسباتی

هایی شامل جریران سازی رفتار سیستمعددی جهت شبیه

سیال، انتقال گرما و دیگر فرآیندهای فیزیکی وابسته است. 

ای  ابزار با حل عددی معادله جریان سیال روی یک ناحیه 

مورد نظر، با اعمال شرایط مرزی مشخص، رفترار سریال را 

. در (Ferziger and Peric, 2001)کنررد بینرری میپیش

سازی عددی سره بعردی الگروی پژوهش حاضر برای شبیه

، Flow3Dاستفاده شده اسرت.    Flow3Dافزار  جریان از نرم

های بسریار ییبا کاربردهای کلی و توانا  ایرایانهیک برنامه  

 
6 Computational Fluid Dynamics (CFD) 
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هرای مردل  ،تواند با وارد کردن ا ـعاتاربر میرک  که  است

از  ایگسررتردهوده ظور ارائرره محرردرمنرر مختلفرری را برره

. معادلات حاکم بر جریران خاب کندرهای جریان، انتپدیده

اسرتوکس هسرتند. -معرادلات نراویر،  Flow3Dافزار  در نرم

سازی معادلات جهت حل عددی مسائل دینامیرک گسسته

شرود روش حجم محردود انجرام مریبرا سیالات محاسباتی 

(Flow Science Inc., 2017) .هرر توانرد برا ایر  روش می

های پیچیرده مناسرد ای سازگار باشد و برای هندسهشبکه

 . (Ferziger & Peric, 2001)است 

 k-εاستوکس از مدل آشرفتگی  -برای تکمیل معادلات ناویر

استفاده   1سازی سطح آزاد از روش حجم سیالو برای مدل

شد. در مرز ورودی شرط مرزی سرعت و عمرق ثابرت و در 

ها شرط مرزی غیر لغزشی فرض شد. با توجره کف و دیواره

به هندسه کانال، سه بلو  شبکه بره ترتیرد بررای کانرال 

دست خم ایجراد بالادست خم، کانال خمیده و کانال پایی 

انجرام شرد.  برق  2بندی در مختصات کرارتزی شد. شبکه

آنالیز حساسیت انجام شده، به جهت دقت بیشتر در انجرام 

متر و سانتی  5/0های شبکه در خم  محاسبات، اندازه سلول

مترر سانتی 0/1دست برابر با های بالادست و پایی در کانال

 در نظر گرفته شد.

( از مردل 13( و )12عمق )های کمبرای حل معرادلات آب

تفاده گردیررد. ایرر  روش برره خرروبی اسرر Roe2Dدوبعرردی 

هرای فرروق بحرانرری هرا را در جریررانتوانسرت ناپیوسرررتگی

ها از محدود کننده شید سازی کند. برای مهار نوسانشبیه

minmod  بندی مثلثی اسرتفاده و برای حل مسئله از شبکه

های حل معادلات در مقرراله دیگرری شد. جزئیات و رابطه

قالره توضریح داده شرده اسرت به وسیله نگارنده دوم ای  م

(Alamatian and Jaefarzadeh, 2010). 

 

 فلوم آزمایشگاهی  -4-2
ها در فلوم آزمایشگاه هیدرولیک دانشگاه فردوسری آزمایش

مشهد انجام شد. ای  کانال افقی، مستطیل شکل، به عرض 

هرا و کرف آن از ، و دیرواره2شکل  متر مطابق با  سانتی  40

جنس پلکسی گلس شفاف برود. آب از مخرزن ذخیرره بره 

 
1 Volume of Fluid (VOF) 

2 Cartesian 

ای در شرد. دریچرهمخزن بالادست در ابتدای کانال پمپراژ  

ورودی مخزن به کانال وجود داشت. ایر  دریچره در دنرد 

مایش و بازشدگی به مقدار های مختلف آزمورد با بازشدگی

متر به جهت اینکه محدوده اعداد فرود مناسبی را سانتی  6

 کرد، مناسد تشخیص داده شد.  تولید می

 

Fig. 2  Plan of experimental flume 

 پـن فلوم آزمایشگاهی    2شكل 
 

مترر قبرل از خرم سرانتی  180یک کانال مستقیم به  ول  

یافتگی جریان احداث شد. در برای ا مینان از  ول توسعه

 90انترهای ای  کانال، یک کانال خمیده با زاویره مرکرزی  

و   40های داخلی و خرارجی آن  درجه قرار داشت که شعاع

 مترر  7در    1در    1بود. مخزن اصلی، به ابعاد    مترسانتی  80

ود و وظیفه آن انباشت آب دست کانال واقع شده بدر پایی 

کل مجموعه بود. پس از مخزن اصلی، یرک پمرگ گریرز از 

مرکرز بررود کرره آب را برره مخررزن بالادسررت کانررال پمپرراژ 

کرد. در مسیر انتقرال آب از مخرزن اصرلی بره مخررزن می

بالادست یک فلومتر و یک شریر کشرویی زبانره لاسرتیکی 

نال برا برای قرائت و تنظیم دبی جریان نصد شد. عرض کا

های میانی در کانال و خرم قابرل تغییرر اضافه کردن دیواره

شرکل شد.  میبود و نسبت شعاع خم به عرض کانال عوض  

 دهد.نمایی از فلوم آزمایشگاهی را نشان می 3

 

 نتایج و بحث  -3

 هرایدر کرل  رول کانرال  میرانی  با اضرافه کرردن دیرواره

، 15  هرایکانال با عرض  8دست،  بالادست، خمیده و پایی 

 شرعاع  مختلف   هاینسبت با    و    مترسانتی  40و  30،  20
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Fig. 3  Experimental flume setup 

 نمایی از فلوم آزمایشگاه    3شكل 
 

دگونگی اضرافه  4شکل  ساخته شد. (b/cr) انحناء به عرض

های جدیرد را نشران کردن دیواره میانی برای ساخت کانال

دبری جریان و عمق آب در کانرال خمیرده   مقادیردهد.  می

( 0Frگیری شد و عدد فرود جرریان ورودی بره خرم )اندازه

ترا  70/6هرای مختلرف در برازه محاسبه شد. دبی در کانال

ترا   8/3لیتر بر ثانیه و عمق آب در ورودی خم بری     3/57

سرازی متر بود. از  رف دیگر با استفاده از مردلسانتی  4/4

سازی گردید. های انجام شده شبیهآزمایشدو و سه بعدی،  

یش را هرای مرورد آزمراهای هندسی کانالویژگی  1جدول  

 دهد.نشان می

 

 
Fig. 4  Adding the middle wall inside the main channel 

 اضافه کردن دیواره میانی در کانال اصلی    4شكل 

 

 بررسی عمق جریان  -1-3
= ηبعد جریان )  بدونعمق    5شکل  در  

h

h0
( در  ول دیواره 

و  23/4، 25/2فرررود ورودی  اعرردادخررارجی خررم برره ازای 

نشران   b/cr  =83/4و    b/cr  =50/1هرای برا  در کرانال  80/5

عمق بیشینه بدون بعد جریران در   6شکل  داده شده است.  

( 0Frدیواره خارجی را در برابر عدد فررود ورودی بره خرم )

 b/cr  =83/4و    b/cr،00/3=    b/cr    =50/1هرای برا  در کانال

، عمرق b/crکراهش  و یرا    0Frافرزایش  دهرد. برا  نشان مری

یابرد و موقعیرت فرراز مرو  بره بیشینه جریان افزایش مری

سره بعردی بره خروبی   رود. مدلدست خم میسمت پایی 

تواند رفتار جریان فوق بحرانی از جمله عمق و موقعیت می

کنرد. مردل دو   بررآوردفراز مو  را در دیواره خارجی خرم  

دقررت   0Fr  <  3بعدی برای مقادیر کم عدد فررود جریران  

قابرل قبرولی دارد امرا برا افرزایش عردد فررود، خطرای آن 

 کند.  افزایش پیدا می
 

 ها های هندسی کانال ویژگی   1جدول 
Table 1  Geometric specification of channels 

No (cm) cr b (cm) b/cr ρ=b/rc 

1 60.0 40 1.50 0.67 

2 55.0 30 1.83 0.55 

3 65.0 30 2.17 0.46 

4 50.0 20 2.50 0.40 

5 60.0 20 3.00 0.33 

6 70.0 20 3.50 0.29 

7 57.5 15 3.83 0.26 

8 72.5 15 4.83 0.21 
 

های دو و سه بعردی برا دادن اختـف بی  مدل  نشانبرای  

 1نتررایج آزمایشررگاهی از خطررای جررذر میررانگی  مربعررات

(RMSE.استفاده شده است ) 

(14) 2

exp,1

1
( )

n

i ii
RMSE h h

n =
= −  

ام از عمق آب در مردل عرددی و  i، برآورد ihدر ای  رابطه،  

ixp,eh گیری شده متناظر با آن است. عمق آب اندازه 

های دو بعدی و سه بعردی در بررآورد مدل  RMSEمقادیر  

 آورده شده اسرت. 2عمق آب در دیواره خارجی در جدول 

در مدل سه بعدی برای همه موارد از مردل   RMSEمقادیر  

دو بعدی کمتر است و با افزایش عدد فرود جریران ورودی 

  شود.ر میبه خم، ای  خطا بیشت

های عددی با نتایج آزمایشرگاهی را همخوانی مدل  7شکل  

ηدر برآورد عمق بیشینه بردون بعرد جریران )
max

=
hmax

h0
( و 

2θmaxموقعیت نخستی  فراز مو  )

π
( در دیواره خرارجی خرم 

ریران، دهد. در برآورد عمق بیشینه بدون بررعد جنشان می

 و در برآورد موقعیت %5خطای مدل سه بعدی در محدوده  

 
1 Root Mean Square Error (RSME) 
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Fig. 5  Dimensionless flow depth at the outer wall 

 عمق بدون بعد جریان در دیواره خارجی    5شكل 
 

 
Fig. 6  Maximum dimensionless depth ηmax versus Fr0 

 عمق بیشینه بدون بعد جریان در برابر عدد فرود جریان ورودی به خم    6شكل 

 

 
Fig. 7  Adaptation of numerical models to experimental results – maximum dimensionless flow depth (left) and crest location 

(right) 

 عمق بیشینه بدون بعد جریان )دگ( و موقعیت نخستی  فراز مو  )راست(   -های عددی با نتایج آزمایشگاهی  همخوانی مدل    7شكل 
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نخستی  فراز مو  در دیواره خارجی خم، خطای ای  مردل 

است. مدل دو بعدی در برآوردها، خطرای   %10در محدوده  

 بسیار بیشتری دارد. 

 
 

 های دو و سه بعدی مدل   RMSEمقایسه     2جدول 

Table 2  Comparison between RMSE values of 2D and 

3D models 

No b/cr 0Fr 
RMSE (cm) 

Flow3D Roe2D 

1 1.50 2.25 0.34 0.78 

2 1.50 4.23 1.06 6.68 

3 1.50 5.80 1.45 14.71 

4 4.83 2.25 0.42 0.82 

5 4.83 4.23 0.71 2.93 

6 4.83 5.80 1.02 7.26 

 

های پیشین و مقایسه نتایج با پژوهش  -2-3

 های تجربی جدیدارائه رابطه

از نترایج   بعردیسنجی بیشتر مدل عددی سه  برای صحت

رابطرره  و Reinauer and Hager (1997)آزمایشررگاهی 

Knapp and Ippen (1938)  استرررفاده شررد. یکرری از

مررورد  Reinauer and Hager (1997)هررایی کرره کانررال

مترر و شرعاع انحنراء سرانتی 25آزمایش قرار دادند، بعرض 

عمق بیشرینه   8شکل  (، بود. در  b/cr  =43/14متر )  607/3

بردون بعد جریان در ای  کانال در برابر عردد فررود ورودی 

های عددی دو و سره بعردی و ( حاصل از مدل0Frبه خم )

 Knappمقادیر آزمایشگاهی و همچنی  نتایج حل تحلیلی 

and Ippen (1938)  با به دسرت آوردن مقرادیرβ  رابطره از

رادیررران( و  41/0ترررا  13/0در محررردوده  β( )مقررردار 2)

حل عرددی  (، ترسیم شده است.3جایگزینی آن در رابطه )

سه بعدی همخوانی بسیار خوبی با نتایج آزمایشگاهی دارد. 

 Knapp، حل عددی دو بعدی و حل تحلیلی    0Fr<  3برای 

and Ippen (1938)  برره نترررایج آزمایشررررگاهی نزدیررک

عددی دو بعدی و ، حل    0Fr  <  3هستند در حالی که برای  

ایر  خطرا برا  به ویژه حل تحلیلری خطرای زیرادی دارنرد.

 یابد.  افزایش عدد فرود جریان ورودی به خم افزایش می

خرارجی در عمق بدون بعد جریرران در دیرواره  9شکل در 

 Reinauer and Hager (1997) رول خرم در کانرال اول 

با مردل سره بعردی   00/6و    00/4برای اعداد فرود ورودی  

مقایسه شده است. مدل سه بعدی دقرت بسریار خروبی در 

 برآورد مقادیر عمق و موقعیت فراز مو  دارد.

 
, in )0(Fr maxηMaximum dimensionless depth   8Fig. 

numerical models, Eq. 3 and experimental data by  
Reinauer and Hager (1997) 

عمق بیشینه بدون بعد در برابر عدد فرود جریان     8شكل 

و نتایج   3های عددی،  رابطه  ورودی به خم در مدل 

 Reinauer and Hager (1997)آزمایشگاهی  

 

هرای آزمایشرگاهی ایر  پرژوهش و داده  گررفت با در نظر  

 Reinauer and Hager (1997) ،Poggiهررای پررژوهش

(1956) ،Sananes and Acatay (1962) و Rokotorivelo 

and Sananes (1967) های جدیردی بررای محاسربه رابطه

مقرردار عمررق بیشررینه جریرران در دیررواره خررارجی خررم و 

( =cr/bρموقعیت فراز مو  به دست آمد. خمیدگی نسبی )

 06/0های پژوهشگران پیشی ، کم و در محردوده  در کانال

ترر خمیردگی بود. در ای  پژوهش  یرف گسرترده  14/0تا  

هرای جدیرد بررسی شرده و رابطره  67/0تا    21/0نسبی از  

ارائره شرده اسرت. در نتیجره   67/0تا    06/0برای محدوده  

عمق بیشینه جریان در دیواره خارجی خم و موقعیت فرراز 

هرای مو   بر حسد عردد فررود جریران ورودی و ویژگری

 .آیدهندسی خم بدست می

(15) 00.59 0.18m

c

b
Z Fr

r
= −  

(16) 
2

max

0

0

0.59 0.82
c

h b
Fr

h r

 
= +  
 

 

(17) 
2

max 0tan 0.65 ( ) 0.29
c

b
Fr

r


 
= + 
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Fig. 9  Dimensionless depth η at the outer wall, in 3D 

model and experimental data by Reinauer and Hager 

(1997) 
عمق بدون بعد جریان در دیواره خارجی خم، مدل     9شكل 

 Reinauer and Hagerسه بعدی و مقادیر آزمایشگاهی  

(1997) 

 
at 0.5 )cr/(b0Frversus  mZMaximum wave height   10Fig. 

the outer wall, in 3D model, experimental data, equations 

(7) and (15) 
( در  mZعمق بیشینه جریان در دیواره خارجی خم )   10شكل 

، در مدل عددی سه بعدی، مقادیر  c(b/r0Fr(0.5برابر  

 ( 15( و )7های )آزمایشگاهی، رابطه 

 
Fig. 11  Crest location tanθmax versus Fr0(b/rc) in 3D 

model, Eq. 17 and experimental data by Reinauer and 

Hager (1997) 

،  cb/r(0Fr(( در برابر  maxθ0.5tanموقعیت فراز مو  )   11شكل 

 17در مدل عددی سه بعدی، مقادیر آزمایشگاهی و رابطه  

 

 بر حسرد  0h/maxh=(mZ(0.5-1تغییرات پارامتر    10شکل  در  

 های آزمایشگاهی و مدل سه برای داده  cr/(b0Fr(0.5مقیاس 

 Reinauer( از تحقیق 7های تجربی )بعدی همراه با رابطه

and Hager (1997) ( از پژوهش 15و رابطه ) حاضر ترسیم

 = 97/0شده است. رابطره اخیرر همخروانی خروبی )
2R برا )

هررای آزمایشررگاهی و مرردل سرره بعرردی در محرردوده داده

 تری دارد.گسترده

( در برابررر maxθ0.5tanفررراز مررو  ) موقعیررت 11شررکل در 

)c(b/r0Fr  های آزمایشگاهی و مردل عرددی سره برای داده

( ترسیم شده اسرت. ایر  رابطره 17بعدی همراه با رابطه )

 = 74/0) خوبیهمخوانی به نسبت 
2R)  نترایج عرددی و برا

 آزمایشگاهی دارد. 

 

 گیری امواج متقاطعشكل -3-3
های اصرلی جریران فروق تشکیل اموا  متقا ع از مشخصه

زیرادی در   مسرافتها هستند. ای  اموا  ترا  بحرانی در خم

ها کنند که باید در  راحی کانالپایی  دست ادامه پیدا می

)برالا( خطروط ترراز را در  12شکل مورد توجه قرار گیرند.  

)پرایی (   12شرکل  اموا  متقرا ع در مردل سره بعردی و  

دهد. تصویر همان خطوط را در فلوم آزمایشگاهی نشان می

مدل سه بعدی با در نظر گرفت  مؤلفه شتاب قائم سیال، با 

 کند.  دقت بالایی موقعیت و ارتفاع ای  اموا  را برآورد می
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Fig. 12  Cross waves formation in the experimental flume 

and 3D model  

گیری اموا  متقا ع در مدل سه بعدی )بالا( و  شکل    12شكل 

 فلوم آزمایشگاهی )پایی ( 

 

 توزیع فشار   -4-3
عمق، های کمبا صرفنظر از مؤلفه قائم شتاب در معادله آب

از رابطه زیر بره   z( سیال در تراز  hsPفشار هیدرواستاتیک )

 : (Chaudry, 2008)آید  دست می

(18) ( ),hs sP z z g  = − =  
 

وزن  ،، شرتاب ثقرل،  g، جررم مخصروص،  ρدر ای  رابطه،  

 ، تراز سطح آزاد سیال است. szمخصوص و 

بر خـف آنچه در مدل دو بعدی متوسرط گرفتره شرده در 

شود، توزیرع فشرار سریال در جریران فروق عمق فرض می

شرکل نیسرت.  بحرانی داخل خم به صورت هیدرواستاتیک  

توزیع فشار بدون بعد هیدرودینامیک و هیدرواستاتیک   13

در محل فراز مو  در دیواره خارجی خم در برابر تراز آب را 

= ζبدون بعرد شررده )
z

h0
فرررود   اعردادبررای جریران برا  (  

هررای بررا کرررانالدر  80/5و  23/4، 25/2ورودی برره خرررم 

50/1=    b/cr    83/4و=    b/cr  دهد. مدل سه بعدی نشان می

اخرررتـف بررری  فشرررار  b/crو کررراهش  0Frبرررا افرررزایش 

یابرد. برر و فشار هیدرواستاتیک افزایش میهیدرودینامیک  

های کرم عمرق )مردل دو ای  مبنا استفاده از معادلات آب

اعداد   ها به ویژه درسازی ای  نوع جریانبعدی( برای شبیه

 آورد.به وجود میفرود بالا خطای زیادی  

 

 شتاب قائم  -5-3
شود های دو بعدی اغلد از شتاب قائم صرفنظر میدر مدل

(Toro, 2001)هرا . ای  فرض در جریان فوق بحرانی در خم

و   1های شرتاب موضرعیصحیح نیست. شتاب قائم از مؤلفه

مؤلفره شرتاب . (Julien, 2002)تشکیل شده است  2انتقالی

شرود. جهرت موضعی پس از پایدار شدن جریان صرفر مری

هررای شررتاب انتقررالی، مقررادیر سرررعت در محاسرربه مؤلفرره

های مختلف دیرواره ( در نقطهwو    u  ،vمختصات کارتزی  )

 بیرونی خم برداشت و در رابطه زیر جایگذاری شد.
 

(19) z

w w w
u v w

x y z


  
= + +

    

=αzشتاب قائم بدون بعد )  14شکل  
az

g
در   0h( را در عمرق  

کنار عمق بردون بعد جریران در دیرواره خرارجی خرم، در 

، 25/2و اعداد فررود ورودی بره خرم    b/cr    =50/1با  کانال  

بررای جریران برا عردد فررود   دهد.نشان می  80/5و    23/4

پایی  شتاب قائم تقریبا  برابر با صفر و قابل صرفنظر کرردن 

است. با افزایش عدد فرود جرریان ورودی، تغییرات شرتاب 

شود و صرف نظر کردن از آن قائم داخل خم قابل توجه می

های گردد. در جریانمنجر به خطای زیاد در محاسبات می

اد فرود بالا بیشینه شتاب قائم جریان در ابتدای خرم با اعد

)نقطه عمق حداقل( و حداقل آن در محرل فرراز مرو  رخ 

 داده است. 

 
1 Local acceleration 

2 Convective acceleration 
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Fig. 13  Dimensionless hydrodynamic and hydrostatic pressure at wave’s crest of the outer wall 

 توزیع فشار بدون بعد هیدرودینامیک و هیدرواستاتیک در محل فراز مو  در دیواره خارجی خم   13شكل 
 

 

Fig. 14  Dimensionless vertical acceleration at h0 and dimensionless depth – outer wall 
 و عمق جریان بدون بعد در دیواره خارجی خم   0hشتاب قائم بدون بعد در عمق     14شكل 

 

شتاب قائم بدون بعد در عمق دیواره خرارجی   15شکل  در  

خم در محل فراز مو  برای همی  کانال ترسیم شده است. 

های با اعداد فرود بالا مقدار شتاب قرائم منفری و در جریان

طره جهت آن به سمت پایی  است. در نتیجه با توجه به راب

استوکس و کاسته شدن از شتاب جاذبه مقدار فشرار -ناویر

شررود هیردرودینامیک کمتررر از فشررار هیدرواسرتاتیک مرری

 (.13شکل )

 

 گیری نتیجه -4
هرای مسرتطیل نی در کانالدر ای  مقاله جریان فوق بحررا

درجه با نسبت شعاع انحناء به عرض   90شکل افقی با خم  

(b/cr  در محدوده )و عردد فررود ورودی بره   83/4تا    50/1

سرازی و در آزمایشگاه مردل 18/6تا  82/1خم در محدوده 

و   بعردی مقایسره شرد  های عرددی دو و سرهنتایج با مدل

های تجربی جدیردی بررای محاسربه عمرق بیشرینه رابطه

جریان در دیواره خرارجی خرم و موقعیرت فرراز مرو   برر 

های هندسی خرم حسد عدد فرود جریان ورودی و ویژگی

 بدست آمد.  بررسی نیمرخ سطح آب در خم نشان داد کره

، عمرق بیشرینه جریران در b/crکراهش  و یا    0Frافزایش  با  

 به مو   فراز   موقعیت   و     یابدمی یرش  دیواره خارجی افزا
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Fig. 15  Dimensionless vertical acceleration at wave’s 

crest – outer wall 
شتاب قائم بدون بعد در محل فراز مو  در دیواره     15شكل 

 خارجی خم

 

سره بعردی بره خروبی   رود. مدلدست خم میسمت پایی 

سازی رفتار جریان فوق بحرانی در خم برود و قادر به شبیه

عمق آب و موقعیت فرراز مرو  را در دیرواره خرارجی خرم 

قبولی دقت قابل      0Fr  <  3  کرد. مدل دو بعدی برای  برآورد

شد. بررسری داشت اما با افزایش عدد فرود، خطای آن زیاد 

توزیع فشار هیدرواستاتیک و هیدرودینامیک نشان داد کره 

بر خـف آنچه در مدل دو بعدی متوسرط گرفتره شرده در 

شود، توزیع فشرار در جریران فروق بحرانری عمق فرض می

 0Frبا افرزایش  نیست.  داخل خم به صورت هیدرواستاتیک  

و فشرار هیدرودینامیک اختـف بی  فشار ،  b/crکاهش  و یا  

یابرد. برر ایر  مبنرا اسرتفاده از هیدرواستاتیک افزایش می

عمررق )مرردل دو بعرردی( برررای هررای کررممعررادلات آب

ها به ویرژه در اعرداد فررود برالا سازی ای  نوع جریانشبیه

همچنی  محاسربه شرتاب   آورد.به وجود میخطای زیادی  

ن داد که برای جریان با عدد فررود پرایی  شرتاب قائم نشا

قائم تا حدودی برابر با صفر اسرت. برا افرزایش عردد فررود 

جرریان ورودی، تغییرات شتاب قائم داخل خم قابل توجره 

شود و صرف نظر کردن از آن منجر به خطای زیادی در می

هرای برا اعرداد فررود برالا گرردد. در جریرانمحاسبات می

ائم جریران در ابتردای خرم )نقطره عمرق بیشینه شتاب قر

 افتد.  کمینه( و کمتری  آن در محل فراز مو  اتفاق می

 

 هافهرست نشانه -5
rc 

 (m)شعاع انحناء کانال خمیده 

b
 

 (m)عرض کانال  

Fr0
 

 (-)عدد فرود جریان ورودی به خم 

B
 

 (-)عدد خم  

V0  سرعت جریان ورودی به خم(m/s) 

h0  ورودی به خمعمق جریان (m) 

h عمق آب (m) 

hmax  عمق بیشینه آب(m) 

Zm (-دهنده عمق بیشینه جریان )پارامتر نشان 

t  زمان(sec) 

u  مؤلفه سرعت در راستایx (m/s) 

v  مؤلفه سرعت در راستایy (m/s) 

w  مؤلفه سرعت در راستایz (m/s) 

R2 (  ضرید تعیی-) 

p   فشار(Pa) 

g   شتاب ثقل(2m/s) 

hexp گیری شده  عمق آب اندازه(m) 

Phs  فشار هیدرواستاتیک(Pa) 

zs  تراز سطح آزاد سیال(m) 

z  تراز(m) 

az   مؤلفه قائم شتاب(2m/ s) 

 های یونانی:  نشانه 
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ρc  خمیدگی نسبی(-) 

θmax 
 (radians)موقعیت نخستی  فراز 

θmin  موقعیت نخستی  نشید(radians) 

θm   موقعیت نخستی  مو(radians) 

θ  زاویه از ابتدای خم(radians) 

τow نیمرخ بدون بعد سطح آب در دیواره خارجی (-) 

μ   گرانروی دینامیکی(kg/m.sec) 

η عمق بدون بعد جریان (-) 

ρ  جرم مخصوص(3kg/m) 

  وزن مخصوص(3N/m) 

ζ  بدون بعد شدهتراز آب  (-) 

αz شتاب قائم بدون بعد  (-) 
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