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Abstract 

Introduction: Water is the most strategic liquid in the world. The life of all humankind and 

animals and plants are relying on the water. The water should supply to the location of the 

demands. One of the most common water transmission ways is open channels. If a sudden 
change occurs in the channel section, it can affect the whole water flow in the channel. These 

changes can happen naturally, like aggregation of sediments in a section of the channel. 

Moreover, the changes may cause by humans, like sharp and broad-crested weirs. Thus, it is 
necessary to simulate open-channel flows to predict possible changes in water surface profile 

and velocity.  

Basically, researchers follow three approaches to simulate water flows: the analytic, the 
experimental, and the numerical approaches. Analytical approaches for solving the flow 

equations is not sufficient due to the complexity and nonlinearity of the equations so there are 

several restrictions in the modeling. On the other hand, experimental approach is time 
consuming and expensive. Since the high-performance computers have been developed, 

researchers attracted to the numerical approaches. There are different numerical solutions 

which are used to solve the water flow equations such as finite difference method, finite 

element method, finite volume method, etc.  

The finite volume method is one of the most applicable methods in several computational 

aspects of engineering, such as computational fluid dynamics and heat transfer problems. In 
this method, it is necessary to have a strong approximation of the numerical flux term for 

solving flow equations. The Riemann solver provides a reliable approximation for the 

numerical flux term. The Riemann problem for a set of PDEs is an initial value problem for 
such PDEs in which the initial condition has a special form. In order to apply numerical 

solutions, one can use the exact Riemann solver or approximate Riemann solver. The exact 

Riemann solver uses Newton-Raphson method that takes noticeable cost in time and money 
and the results rely on the first guess of Newton-Raphson. Therefore, researchers prefer the 

approximate Riemann solvers such as Harten Lax van Leer (HLL) scheme, Harten Lax van 

Leer Constant (HLLC) scheme and Weighted Average Flux (WAF) scheme that have 

acceptable results and running time. 

Materials and Methods: WAF scheme can be categorized as a branch of finite volume method. 

The scheme was first applied to the Euler equation. This scheme is one  of  the  approximation
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solution (besides HLL and HLLC methods) of the Riemann problem. Then, Toro used the WAF 

scheme to simulate two-dimensional shallow water equations. Subsequently, WAF has been 

utilized to simulate flow over different kinds of open channels. Although the scheme shows 
reasonable results, it is noticeable that the numerical scheme is not well-balanced essentially. 

Thus, a well-balanced WAF scheme should be developed to simulate flow in open channels 

accurately without non-physical fluctuations in flow surface. 

The aim of this research is to use the ability of the WAF scheme to simulate shallow water and 

applying some consideration on the scheme to prevent non-physical fluctuations in water 

surfaces.  

Conclusion: In this paper, a well-balanced form of WAF which is combined with HLL for 

estimating flux has been employed to simulate one-dimensional flow open channels. 

MINMOD as an effective slope limiter has been used in order to prevent non-physical 
oscillations. Moreover, Runge-Kutta has been employed as the time integration method to 

renew depths and velocities. Several different cases have been used to show that the scheme 

has an excellent shock-capturing ability and can handle the wet and dry condition of channel 
bed. Importantly, the linear reconstruction for the scheme has been applied to have second-

order accuracy and to prevent the negative depth effect on computations. The scheme is shown 

to be well-balanced by evaluating stationary solutions at steady state conditions. Besides, the 
capability and accuracy of the scheme are verified by the comparison of scheme numerical 

results with the analytical and experimental literature results. The numerical results have 

shown that the scheme can satisfy the continuity equation and prevent negative depth. For 
real applications of the scheme, the simulations of flow over sharp changes and dam-break 

show that RMSEs are in acceptable ranges and there is no non-physical fluctuations on the 

water surface profile. Simulating dam break on the wet and dry beds, show that the scheme is 
capable in shock capturing as well as solving wetting-drying problems. In addition, flow with 

wide range of Froude number over different forms of broad crested weirs, have been 

employed to verify the robustness, accuracy and stability of the scheme.  Hence, all of these 
results prove that the presented well-balanced scheme is able to simulate different cases of 

shallow water equation examples accurately. 

Keywords: Weighted Average Flux Scheme, Well-balanced Scheme, Shallow Water 

Equations. 
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سازی  دار، شبیهمتوازن شده الگوی عددی شار متوسط وزن  شکلروباز، با استفاده از    آبراههدر تحقیق پیش رو جریان یک بعدی در    :چكیده

 MINMODبا منشا غیر فیزیکی، از    هاپیشگیری از به وجود آمدن نوسان  آب کم عمق را حل می نماید. به منظور  معادله هایشده است که  

دار با هدف  متوازن از الگوی شار متوسط وزن  شکل، برای دستیابی به یک  پس از آنبه عنوان یک تابع محدود کننده شار استفاده شده است.  

دست آمده در حالت های  ه به وسیله الگوی ب روی عبارت شار اعمال شده و یشبیه سازی جریان آب کم عمق، یک فرآیند بازسازی خط

سنجی  در حالت سکون به منظور صحت آبراهه سازیشبیه ند ازاسازی ها عبارتاین شبیه .است یی صورت گرفتهشبیه سازی ها مختلف

سازی شکست سد در دو حالت بستر خشک  شبیه  ،ناگهانی کف  هایپذیریکل تغییردار و عدم وابستگی آن به شتوازن الگوی شار متوسط وزن 

و قابلیت تسخیر شوک  بسترهای تر و خشک  جریان روی سازینشان دهنده توانایی شبیه %3.42خطای نسبی  با بیشینهکه و بستر تر 

  یان روی مدلسازی جرناگهانی کف نشان دهنده قابلیت این الگو برای  هایبا تغییرپذیری آبراههشبیه سازی جریان در است. همچنین 

های  سازی است. شبیه %3.47و بیشترین مقادیر خطای نسبی در شبیه سازی های صورت گرفته برابر  کف بودهناگهانی  هایتغییرپذیری

 دست آمده در این تحقیق است.هدار بکارایی، پایداری و دقت الگوی متوازن شار متوسط وزن  گویایصورت گرفته و مقادیر خطا  

 

 .دار، متوازنآب کم عمق، الگوی شار متوسط وزن هایمعادلهناپیوستگی،   واژگان:کلید 

 

 مقدمه  -1
 به طبیعی هایآبراهه  از الهام با تاریخ طول در نمحققا

 از آب انتقال برای مصنوعی آبراهه ساخت دیدگاه به تدریج

 پیچیدگی وجود. ندیافت دست  دیگر ای نقطه به ای نقطه

 سرریز  ،آبراهه  طول  در  جریان  نیمرخ  نبودن  ثابت  مانند  هایی

 سبب  ...  و  رسوب  انتقال  ،  موج  ایجاد  ،  آبراهه  از  جریان  شدن

 هایروش مانند هاییروش با هاآبراهه روی تحقیق تا شد

 صورت  عددی  های  روش  و  تحلیلی  های  روش  آزمایشگاهی،

 و بر هزینه به طور معمول آزمایشگاهی های روش .گیرد

 در پاسخ به رسیدن برای سوی دیگر از .هستند وقتگیر

که مسئله    زیادی است  هایفرضیه  به  نیاز  تحلیلی  هایروش

 زمان  مرور  به.  کاهدمی  محاسبات  دقت  از  کند ورا محدود می

 به  پژوهشگران و  نمحققا بیشتر  محاسبات،  در  پیشرفت با  و

های یکی از پرکاربردترین روش .گرویدند عددی هایروش

درولیک محاسباتی و دینامیک هی  هایدر مسئله  حل عددی

در این روش برای حل   باشد.روش حجم محدود می  تسیالا

جریان، یک تقریب قوی برای عبارت شار عددی   معادله های

باشد. حلگر ریمان یک تقریب مناسب و قابل ضروری می

دهد. در عبارت شار ارائه میعددی  برآورد اطمینان برای

حل دقیق مسئله ریمان و یا توان از محاسبات عددی می

  .(Toro, 2001) حل تقریبی آن استفاده کرد

رافسون -دقیق مسئله ریمان از روش نیوتن  به نسبتدر حل  

شود که هزینه زمانی زیادی را متحمل کمک گرفته می

-شود و همچنین نتیجه به شدت به حدس اولیه نیوتنمی

رافسون بستگی دارد. در نتیجه محققان بیشتر از حل 

جویند که از جمله  تقریبی مسئله ریمان بهره می
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و   1HLL  ،  2HLLCهای  ها روشترین آنرایج   مشهورترین و
3 WAF توان نام بردرا می (Toro, 2001).  

ارائه شد.  Toroتوسط  دار در آغازالگوی شار متوسط وزن

آید. این الگو دست میه الگوی از روش حجم محدود باین 

برای  از آن سازی شد و آنگاهروی معادله اویلر پیاده در آغاز

آب کم عمق در دو بعد استفاده شد   معادله هایسازی  شبیه

(Toro et al., 2013) ی الگواین . بایستی توجه داشت که  

در نتیجه باید ، ی نیستمتوازن یعددی به خودی خود الگو

دست آورد ه  دار را بمتوازنی از الگوی شار متوسط وزن  شکل

ناگهانی های  به وسیله آن جریان را روی تغییرپذیریتا بتوان  

فیزیکی در سطح آب  غیر هایکف و بدون تشکیل نوسان

 شکلشود، به رغم آنکه سازی کرد. خاطر نشان میشبیه

های فراوانی در دار تواناییاستاندارد الگوی شار متوسط وزن

الگوهای عددی   دارد، اما همانند دیگر  مدلسازی جریان دارد

یی حل دقیق ه متوازن نباشد )به عبارت دیگر تواناچچنان

پایستگی جرم را نداشته باشد(، دارای قابلیت تعمیم  معادله

هایی قابل کاربرد است مناسبی نبوده و تنها در مورد مسئله

پاسخ آنها به صورت تحلیلی و یا آزمایشگاهی  که از پیش

  .(Toro, 2009)مشخص باشد

رغم دار به طور که اشاره شد روش شار متوسط وزنهمان

های   محاسنی که دارد، روشی متوازن نیست. به دلیل قابلیت

زیاد این الگو و در جهت رفع مشکل عدم توازن آن در حل 

هایی توسط برخی محققان  آب کم عمق تلاش  معادله های

پیچیده   به نسبت  روشهای  انجام شده است که به طور عمده

 .(Nieto and Reina , 2008)و زمان بری است 

 بر آبراهه طول در مصنوعی یا طبیعی مانع های وجود تاثیر

 مانع های. است بوده محققان توجه مورد همواره جریان،

 در انسان دخالت یا طبیعی رخدادهای نتیجه در طبیعی

 توسط مصنوعی هایمانع اما. آیندمی وجود به طبیعت

 از کاستن یا و جریان کنترل برای به طور معمول و انسان

 مانع های ترین مهم از یکی. شودمی ساخته جریان انرژی

  روی  جریان نیمرخ بررسی که هستند ها سرریز مصنوعی

 هایروش  .(Zhou et al., 2002) دارد اهمیت بسیار آنها

 ها سرریز روی جریان هایویژگی بررسی برای مختلفی

 مانند  هایی  ناپیوستگی  وجود  داشت  توجه  باید  اما  دارد  وجود

 در  شده  ایجاد  های  شوک  یا  آبراهه  کف  ناگهانی  ارتفاع  تغییر

 نظر، مد عددی روش از استفاده هنگام تواندمی آبراهه

 مدل همچنین .افزایش دهد را شدیداً یمحاسبات هایخطا

 همه  توسط  نیز  )مرز متغیر(  خشک  سطح  روی  جریان  سازی

 ,.Toro et al) باشدنمی سازیشبیه قابل عددی های مدل

 زیرموارد  شود می سعی تحقیق این در بنابراین .(2013

 :انجام شود

 عددی متوازن.  الگوی یک به عددی الگوی تبدیل -

کف  های شکل تغییر محل در جریان های نیمرخ بررسی -

 با استفاده از الگوی به دست آمده.

 عددی. شوک الگوی تسخیر بررسی ویژگی -

  

 حاکم  هایمعادله  -2
 آب کم عمق  هایمعادله - 1- 2

آب کم  معادله هایاصلی حاکم بر این تحقیق  هایمعادله

عمق است که در حالت پایستار و به صورت برداری به شکل 

  زیر می باشد:

(1)                                         
𝝏𝑼

𝝏𝒕
+
𝝏𝑭(𝑼)

𝝏𝒙
= 𝑺(𝑼) 

 

بردار شار     F(U)بردار متغیر ها و بردار    Uدر رابطه بالا بردار  

 باشند.بردار عبارت چشمه می 𝑺(𝑼)و  xدر جهت 

𝑈 = [
ℎ
ℎ𝑢
]     

𝐹(𝑈) = [
ℎ𝑢

ℎ𝑢2 +  
1

2
𝑔ℎ2]                                          (2)  

𝑆(𝑈) = [
0

𝑔ℎ(𝑆0 − 𝑆𝑓)
]                                       

 

از عمق آب،  :ندابه ترتیب عبارت h , g, u,0, Sf S که در آن

و  آبراههکف ، شیب گرانش، شتاب میانگینبردار سرعت 

 .یاصطکاکشیب 

𝒙]منهبا داو    iبه نام    سلولاگر یک  
𝒊−
𝟏

𝟐

 , 𝒙
𝒊+
𝟏

𝟐

در نظر گرفته    [

 شود، معادله آب کم عمق را می توان به صورت زیر نوشت: 

(3)                                     𝒅𝑼𝒊(𝒕)

𝒅𝒕
+

�̂�
𝒊+
𝟏
𝟐

 −�̂�
𝒊−
𝟏
𝟐

 

∆𝒙
= 𝑺𝒊 

 

باشد و روی می  iروی سلول    هابردار متوسط مجهول  𝑼𝒊  که

𝒙] دامنه
𝒊−
𝟏

𝟐

 , 𝒙
𝒊+
𝟏

𝟐

 برابر است با: [
 

𝑈𝑖 =
1

∆𝑥
∫ 𝑈(𝑥. 𝑡)𝑑𝑥
 

𝐷𝑖
                                              (4) 
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𝒙∆، (3است که در رابطه ) یادآوریلازم به  = 𝒙
𝒊+
𝟏

𝟐

−

𝒙
𝒊−
𝟏

𝟐

 �̂�و   
عبارت  𝑺𝒊و  xشار عددی تقریبی در جهت   

 باشد. می iچشمه تقریبی در سلول 

فراهم آوردن   منظور  است، در این پژوهش به  یادآوریشایان  

های زمانی دلخواه، به جای انتگرال گیری گامامکان انتخاب  

مرتبه دوم به کارگیری  Runge-kutta، روش مرسومزمانی 

 شده است.

 

 دارروش شار متوسط وزن  - 2- 2
 ویژگیدار یک الگوی عددی با الگوی شار متوسط وزن

-و این توانایی را دارد که در نقطه  باشدتسخیر شوک بالا می

پدیده شکست سد نتایجی با گرادیان زیاد جریان، مانند    های

یکی و منطقی ارائه دهد. این ویژگی بدون نوسان غیر فیز

معادله بر کارکرد مناسب آن در حل    تسخیر شوک بالا افزون

شک و خبستر سازی روی آب کم عمق، قابلیت مدل های

 Mahdavi) ناهموار و دارای اصطکاک را نیز فراهم می کند

and Rakhshandehroo, 2012).   این الگو به این صورت

سلول عمل می کند که با داشتن شار متوسط عبوری بین دو  

زمان مورد سرعت و عمق را تا  مجاور، مقادیر مسئله مانند

زمان مورد نظر   ،انجام محاسبات  نظر محاسبه می کند. برای

باید به بازه های زمانی تقسیم شود که این بازه های زمانی 

 توسط عدد کورانت تعیین می شوند.

تقریبی در مرز  متوسط دار یک شارالگوی شار متوسط وزن

آن برای مرز دو سلول  میزانکند که دو سلول محاسبه می

i  وi+1  از میانگین انتگرالی𝑭(𝑼)  به ازای نصف یک گام

 :(Toro, 2009) شودزمانی به صورت زیر تعریف می

(5)                  �̂�𝒊+𝟏/𝟐
𝑾𝑨𝑭 =

𝟏

∆𝒙
∫ 𝑭 (𝑼𝒊+𝟏 𝟐⁄ (𝒙.

∆𝒕

𝟐
))𝒅𝒙 

∆𝒙

𝟐

−
∆𝒙

𝟐

 

 

𝑼𝒊+𝟏که   آید. در نتیجهدست میه ریمان ب مسئلهاز حل  ⁄𝟐

های سمت چپ و سمت راست سلول موج  توان بر مبنایمی

دار را به عددی شار الگوی عددی شار متوسط وزن میزان

 شکل زیر تعریف کرد:

(6)                                           �̂�𝒊+𝟏/𝟐
𝑾𝑨𝑭 = ∑ 𝒘𝒌𝑭

𝒊+
𝟏

𝟐

(𝒌)𝑵+𝟏
𝒌=𝟏   

 و

𝒘𝒌 =
𝟏

𝟐
(𝒄𝒌 − 𝒄𝒌−𝟏), 𝑪𝟎 = −𝟏 , 𝑪𝑵+𝟏 = 𝟏 , 𝒄𝒌 =

∆𝒕𝑺𝒌

∆𝒙
 

   

 Kبیانگر سرعت موج  𝑺𝒌موج و تعدادبیانگر  Nدر رابطه بالا 

 باشد.بیانگر عدد کورانت می 𝒄𝒌و 

به در رابطه بالا، رابطه زیر  𝑐𝑘و  𝑤𝑘مقادیر  جاگذاریاز 

 :آیددست می

(7)              𝐹𝑖+1/2
𝑊𝐴𝐹 = 

1

2
(𝐹𝑖 + 𝐹𝑖+1) −

1

2
∑ 𝑐𝑘∆𝐹𝑖+1

2

(𝑘)𝑁
𝑘=1   

 که در آن:

(8)                                    ∆𝐹
𝑖+
1

2

(𝑘)
= 𝐹

𝑖+
1

2

(𝑘+1)
− 𝐹

𝑖+
1

2

(𝑘)
   

 

برای جلوگیری  به منظور از بین بردن تاثیر مستقیم زمان و 

های ناحیهغیر فیزیکی در سطح آب، در    های  نوساناز ایجاد  

ها بایستی تعداد متغیر ،ناگهانی نزدیک به تغییرپذیری های

دست ه روابط ب سوی دیگردر مسئله کاهش پیدا کند. از 

آمده در بالا دارای دو متغیر زمان و مکان می باشند. برای 

 Total Variation Diminishing   (TVD)  این منظور باید از

حذف  هامعادلهتا به وسیله آن متغیر زمان از  کردستفاده ا

رابطه زیر بدست  TVDر دادن از اثپس شود. بنابراین 

 :آیدمی

(9)                              �̂�𝑖+1/2
𝑊𝐴𝐹−𝑇𝑉𝐷 = ∑ �̅�𝑘𝐹𝑖+1

2

(𝑘)𝑁+1
𝑘=1   

 ند از:اجدید عبارتهای وزن  میزانکه در آن 

(10)                                    �̅�1 =
1

2
(1 + 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑐1)∅𝑖+1

2

(1)
) 

(11)             �̅�2 =
1

2
(𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑐2)∅𝑖+1

2

(2)
− 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑐1)∅𝑖+1

2

(1)
) 

(12)                                 �̅�3 =
1

2
(1 − 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑐2)∅𝑖+1

2

(2)
) 

   

∅
𝒊+
𝟏

𝟐

دار نام دارد و به کننده شار متوسط وزن محدودتابع   

 شود:صورت زیر تعریف می

(13)                ∅
i+
1

2

k = {
1                               𝑓𝑜𝑟 𝑟(𝑘) ≤ 0

1 −
(1−|𝑐𝑘|)𝑟

(𝑘)(1+𝑟(𝑘))

1+(𝑟(𝑘))
2   𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

 

 

 شود:به شکل زیر نوشته می 𝒓(𝒌)و 

 

(14)               𝒓(𝒌) =

{
  
 

  
 
∆ℎ

𝑖−
1
2

(𝑘)

∆ℎ
𝑖+
1
2

(𝑘) ≡
ℎ𝑖
(𝑘)
−ℎ𝑖−1

(𝑘)

ℎ𝑖+1
(𝑘)

−ℎ𝑖
(𝑘)         𝑖𝑓 𝑐𝑘 > 0

∆ℎ
𝑖+
3
2

(𝑘)

∆ℎ
𝑖+
1
2

(𝑘) ≡
ℎ𝑖+2
(𝑘)

−ℎ𝑖+1
(𝑘)

ℎ𝑖+1
(𝑘)

−ℎ𝑖
(𝑘)       𝑖𝑓 𝑐𝑘 < 0
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 توازن الگوی عددی ویژگی -3
یک الگوی عددی متوازن الگویی است که برای حالت سکون 

به عبارت دیگر در حالتی که آب در  پاسخ ثابت ارائه دهد.

سرعت  های نقطههمهای ساکن است، الگو بایستی در بازه

 را برابر صفر و تراز سطح آب را ثابت نشان دهد.

متغیرها  تغییرپذیری هایبرای داشتن پاسخ ثابت، آهنگ 

𝑼��)نسبت به زمان 

𝝏𝒕
 برابربایستی برابر صفر باشد. در نتیجه  (

𝐅(𝐔)��)شار  تغییرپذیری های( عبارت 1رابطه )

𝛛𝐱
برابر با باید  ( 

 شود. (𝑺(𝑼))عبارت چشمه تقریبی 

الگوی عددی شار  متوازن شکلبه منظور دستیابی به 

سرعت و عمق در سمت   دار برای بیان میزانمتوسط وزن

راست و سمت چپ سلول محاسباتی فرآیندی تعریف شده 

است. از آنجا که روش معمول تقریب میانگین گیری دقتی 

از مرتبه اول دارد، در این نوشتار برای رسیدن به دقتی از 

ه است. پس مرتبه دوم از روش بازسازی خطی استفاده شد

 دشومی به صورت زیر بازسازی هابردار متغیر

(Pongsanguansin et al., 2016): 

 

(15)                                                   𝑈
𝑖−
1

2

+ = 𝑈𝑖 − 𝜎𝑖∆𝑥 

(16)                                                  𝑈
𝑖+
1

2

− = 𝑈𝑖 + 𝜎𝑖∆𝑥 

باشد و عبارت کننده شیب می محدودتابع  𝝈𝐢که در اینجا 

 است از: 

(17)                               𝜎i = 𝑚𝑖𝑛𝑚𝑜𝑑 (
𝑈𝑖−1−𝑈𝑖

∆𝑥
,
𝑈𝑖−𝑈𝑖+1

∆𝑥
) 

 

 Audusseارائه شده توسط  خطیبازسازی روش  بر مبنای

et al. (2004) عمق بازسازی شده به صورت زیر تعریف ،

 شود:می

(18)                    ℎ
𝑖+
1

2

± ∗ = 𝑚𝑎𝑥 (0, ℎ
𝑖+
1

2

± + 𝑧
𝑖+
1

2

± − 𝑧
𝑖+
1

2

) 

 :که در آن

(19)                                       𝑧
𝑖+
1

2

= max (𝑧
𝑖+
1

2

− , 𝑧
𝑖+
1

2

+ )  

 

ای از رابطه بازسازی بالا تضمین می کند که در هیچ نقطه 

 دامنه محاسبات عمق منفی نشود.

نتیجه با جایگذاری رابطه بالا در بردار متغیرهای پایستار در  

مسئله، بردار متغیرهای مسئله بازسازی شده به صورت زیر 

 : (Pongsanguansin et al., 2016) شودنوشته می

 
Fig. 1  The numerical fluxes at the left and the right 

ends of the cell i  
 i عددی سمت چپ و راست سلول محاسباتی  هایشار  1شكل 

 

(20)                                            𝑼
𝒊±

𝟏

𝟐

+ ∗ = (
𝒉
𝒊±
𝟏
𝟐

+ ∗

𝒉
𝒊±
𝟏
𝟐

+ ∗ 𝒖
𝒊±
𝟏
𝟐

+
) 

 

در روش شار متوسط  هادر نتیجه با جایگذاری اصلاح

دار که ریشه در روش دار، رابطه الگوی شار متوسط وزنوزن 

 آید:عددی حجم محدود داشت، به حالت متوازن در می
 

(21)                                           
𝑑𝑈𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
+

�̂�𝑖+1 2⁄
𝑙 −�̂�𝑖−1 2⁄

𝑟

∆𝑥
= 𝑆𝑐𝑖 

 

شار عددی در سمت چپ و سمت   میزان(  21)  رابطهکه در  

 اند:به شکل زیر بازسازی شده iراست سلول 

(22)                �̂�
𝒊+
𝟏

𝟐

𝒍 = �̂� (𝑼
𝒊+
𝟏

𝟐

−∗ , 𝑼𝒊∓
+∗) +

𝒈

𝟐
(

𝟎

𝒉
𝒊+
𝟏
𝟐

− 𝟐−𝒉
𝒊+
𝟏
𝟐

− ∗ 𝟐) 

 

(23)               �̂�
𝒊−
𝟏

𝟐

𝒓 = �̂� (𝑼
𝒊−
𝟏

𝟐

−∗  , 𝑼
𝒊−
𝟏

𝟐

+∗ ) +
𝒈

𝟐
(

𝟎

𝒉
𝒊−
𝟏
𝟐

+ 𝟐
−𝒉

𝒊−
𝟏
𝟐

+ ∗ 𝟐) 

 

به شکل زیر بازیابی  𝒈𝒉𝑺𝟎−همچنین عبارت چشمه 

 شود: می

(24)                                 𝑺𝒄𝒊 = (
𝟎

−
𝒈

𝟐∆𝒙
(𝒉
𝒊−
𝟏
𝟐

+ +𝒉
𝒊+
𝟏
𝟐

− )(𝒛
𝒊+
𝟏
𝟐

− −𝒛
𝒊−
𝟏
𝟐

+ )
) 

 

در نتیجه با لحاظ کردن شرایط بالا الگوی شار متوسط وزن 

دار متوازن می شود. در بخش پیش رو نتایج استفاده از 

و مقایسه آن با نتایج آزمایشگاهی و تحلیلی ارائه  بالاالگوی 

  شده است.

 

 بحث در نتایج  -4
 کارایی و دقت مدل  - 1- 4

در این بخش به بررسی کارایی و دقت مدل سازی عددی 

شود. به همین دست آمد پرداخته میه  ب  پیشکه در قسمت  

دست آمده در این تحقیق، ه ب WAFدلیل باید با الگوی 
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اند را هایی که در شرایط آزمایشگاهی مدل سازی شدهمثال

سازی عددی و مدل آزمایشگاهی دلهای محل کرده و پاسخ

. با این کار می توان میزان دقت مدل گر مقایسه شودبا یکدی

 عددی را نسبت با واقعیت ارزیابی کرد.

سازی الگوی شار متوسط مدل  برایاست که    یادآوریلازم به  

وزن دار در حالت متوازن از کدنویسی به زبان برنامه نویسی 

MATLAB .استفاده شده است 

اند   های متفاوت بررسی شدهبا حالت  مدل های آزمایشگاهی

جریان  ند از حالت سکون، پدیده شکست سد واتعبارکه 

بر این،  افزون .ناگهانی تغییرپذیری هایبا  آبراههکف روی 

دار با نتایج در ادامه نتایج الگوی متوازن شار متوسط وزن

مقایسه شده تا بهبود نتایج نشان  HLLCو  HLLالگوهای 

 داده شود.

سازی، ملاک تحلیل میزان دقت الگوی استفاده شده در مدل

محاسبه خطا در مقایسه با نتایج آزمایشگاهی است و این 

 آید:ه دست میب  هامیانگین مربع تفاضلاز رابطه جذر    میزان

(25)                                  𝑅𝑀𝑆𝐸 = √
∑ (𝑦𝑜𝑏𝑠−𝑦𝑐𝑎𝑙)

2𝑛
𝑖=1

𝑛
  

 

بیانگر  𝒚𝒄𝒂𝒍بیانگر عمق مشاهده شده و  𝒚𝒐𝒃𝒔در رابطه بالا 

باشد. همچنین برای هر یک از عمق محاسبه شده می

ها به منظور درک نسبت میزان خطا به ابعاد مسئله، مدل

نسبی خطا نسبت به میانگین عمق محاسبه شده  میزان

 است.

(26)                                                            𝑅𝑟𝑒𝑙 =
𝑅𝑀𝑆𝐸

𝑦𝑎𝑣𝑒
 

 

الگوی ارائه شده در این تحقیق   بودنمتوازن  ادامه، ابتدادر 

به بررسی و حل حالت  پس از آنصحت سنجی می شود. 

 ویژگیهای مختلفی از پدیده شکست سد به منظور ارزیابی  

تسخیر شوک و قابلیت مدلسازی بسترهای تر و خشک 

تغییرپذیری پرداخته می شود. سپس مدلسازی جریان با 

حل  هایهمه مسئلهدر   ناگهانی کف ارائه می شود. های

 .است 6/0عدد کورانت برابر با  میزانشده، 

 

سنجی توازن الگوی شار متوسط وزن دار صحت  - 2- 4

 ارائه شده این تحقیق
های بررسی متوازن بودن یک الگوی بهترین روشیکی از 

می باشد.  عددی، مشاهده پاسخ های مسئله در حالت سکون

های آن در حالت الگوی عددی را متوازن گویند که جواب 

 باشد. سکون، ثابت
سنجی این مهم، در ادامه در نتیجه به منظور صحت 

ها و شرایط مختلف که توسط الگوی هایی در حالتمدل

اند قابل دست آمده در این تحقیق حل شدهه ب عددی

 باشد.مشاهده می

ثابت و سرعت  آبراهه سرتاسردر این حالت عمق اولیه در 

دارای مانع  آبراههصفر می باشد و  های نقطههمهاولیه در 

سطح  نیمرخ 2های مختلف می باشد. شکل کف با شکل

های مستطیلی، مثلثی بدون نوسان آب را روی کف با مانع

 دهد.و منحنی نشان می

 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Fig. 2  The stationary solutions of the well-balanced 

WAF scheme at steady state over rectangular (a), 

triangular (b) and semi-circular (c) humps at t = 50 sec 

، مدلسازی جریان ایستا  بررسی توازن الگوی عددی   2شكل 

در زمان    اینیم دایره (c)  مثلثی و (b)مستطیلی،  ( a)مانع    روی
t = 50 sec 
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 سازی پدیده شكست سدشبیه  - 3- 4
 سازی پدیده شكست سد روی بستر خشک شبیه   -4-3-1

 الگویو    Toro (2001)مقایسه پاسخ حل تحلیلی    3شکل  در  

به ترتیب برای زمان    ،ارائه شده در این تحقیق  WAF  متوازن

برای پدیده شکست   t = 4 secو    t = 2 secو    t = 1 sec  های  

 سد روی بستر خشک هستند.
 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Fig. 3 The dam-break on dry bed at t = 1 sec (a), t = 2 sec 

(b) t = 4 sec (c) 

 t = 1 sec  ،(b)( a) شکست سد روی بستر خشک در  3شكل 

t = 2 sec و  (c) t = 4 sec 

 

در پدیده شکست سد روی بستر    RMSEمیزان خطا    1جدول 

 های مختلف خشک در زمان
Table 1 The RMSE values of the dam break on dry bed 

for the various time steps 

Time (sec)  (m) 

1  1.3041 × 10−2 

2 1.6906 × 10−2 

4 1.4006 × 10−2 

قابل مشاهده  2خطای نسبی در جدول  میزانهمچنین 

 باشد:می

 

در پدیده شکست سد روی بستر  میزان خطای نسبی    2جدول 

 های مختلف خشک در زمان
Table 2 The relative error values of the dam-break on dry 

bed for the various time steps 

Time (sec) Rrel  

1  2.6% 

2 3.38% 

4 2.8% 

 

خطا را نسبت به کوچک کردن   هایتغییرپذیری 4شکل 

 دهد.اندازه سلول های محاسباتی نشان می
 

 
Fig. 4  The rate of change of the error versus 

computational cells length for dam-break on a dry bed at 

t = 4 sec  

های  خطا نسبت به اندازه سلول  هایتغییرپذیری آهنگ    4شكل 

 t = 4  در  پدیده شکست سد روی بستر خشک  برای  محاسباتی

sec 
 

 بستر تر سازی پدیده شكست سد روی شبیه  -4-3-2

و  Toro, (2001)مقایسه پاسخ حل تحلیلی بیانگر  5شکل 

ارائه شده در این تحقیق به ترتیب  WAFالگوی متوازن 

پدیده   در  t = 8 secو    t = 5 secو    t = 2 sec  برای زمان های  

 .است ترشکست سد روی بستر 

های خطا را نسبت به کوچک کردن تغییرپذیری 6شکل 

 دهد.محاسباتی نشان میاندازه سلول های 

 

در پدیده شکست سد روی بستر    RMSEمیزان خطا    3جدول 

 های مختلف تر در زمان
Table 3 The RMSE values of the dam break on wet bed 

for the various time steps 

Time (sec) RMSE (m) 

2  1.8731 × 10−2 

5 1.7012 × 10−2 

8 1.8801 × 10−2 

Exact Solution                    

 
Well-balanced WAF 

 

Exact Solution                    

 

Well-balanced WAF 

 

Exact Solution                    

 
Well-balanced WAF 
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در پدیده شکست سد روی بستر  میزان خطای نسبی    4جدول 

 های مختلف تر در زمان
Table 4 The relative error values of the dam-break on 

wet bed for the various time steps 

Time (sec) Rrel  

2 3.4% 

5 3.09% 

8 3.42% 

 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Fig. 5  The dam-break phenomenon on wet bed at t= 2 

sec (a), t = 5 sec (b), t = 8 sec (c) 

 = t = 2 sec ،(b) t( a) شکست سد روی بستر تر در  5شكل 

5 sec و  (c) t = 8 sec 

 

مدلسازی جریان عبوری روی بستر با  -4- 4

 تغییرپذیری های کف

جریان در رویارویی با تغییرپذیری های ناگهانی مدلسازی 

می تواند توانایی تسخیر شوک و پیوستگی پاسخ الگوی 

عددی استفاده شده برای مدلسازی را ارزیابی کند. به همین 

 شار   متوازن    الگوی    عملکرد    بررسی    به    ادامه      در  منظور،  

 
Fig. 6  The rate of change of error versus 

computational cells length for dam-break on a wet 

bed at the time t = 8 sec  

های  خطا نسبت به اندازه سلول   هایتغییرپذیری آهنگ    6شكل 

 t = 8 sec  در  برای پدیده شکست سد روی بستر تر  محاسباتی

 

سازی جریان روی متوسط وزن دار و پاسخ های آن در مدل

شده  های تدریجی و ناگهانی پرداختهتغییرپذیریبستر با 

 است.

 

منحنی  مدلسازی جریان عبوری روی بستر با مانع  -4-4-1

 شكل 

. بسته به شرایط رخ دهدتواند در این مسئله دو حالت می

دست حاکم است و همچنین   پایینمرزی که در بالادست و  

سرعت و عمق اولیه مسئله، می تواند جریان با وجود شوک 

. نتایج الگوی متوازن این و یا بدون وجود شوک داشت

مقایسه شده  Zhou et al. (2002)تحقیق با حل تحلیلی 

 است.

جریان  هایویژگیو وجود دارد  بحرانیجریانی  7 در شکل

در این حالت شوک در طول جریان به صورتی است که 

 .شودایجاد نمی

ارائه شده در این تحقیق نسبت به   عددیمیزان خطای حل  

7.8370حل تحلیلی برابر  × 10−3𝑚  و خطای نسبی برابر

توان نتیجه گرفت که پاسخ دارای  پس می است. 1.12%

 دقت مناسبی است.

فوق بحرانی به زیر بحرانی  وجود   جریانتبدیل    a8در شکل  

های جریان به صورتی است که در طول جریان دارد و ویژگی

تنها جریان زیر بحرانی  b8در شکل  .شودشوک ایجاد می

وجود دارد و نتایج الگوی متوازن عددی را نسبت به نتایج 

 .دهدتحلیلی نشان می

ارائه شده در این تحقیق نسبت به   عددیمیزان خطای حل  

 بر    شوک  همراه      به    حل تحلیلی برای حالت جریان بحرانی

Exact Solution                    

 

Well-balanced WAF 
 

Exact Solution                    

 

Well-balanced WAF 

 

Exact Solution                    

 

Well-balanced WAF 
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(a) 

 
(b) 

Fig. 7  The results of the developed numerical 

scheme and the analytical solution on the flow 

without shocks (a) and the effect of the 

computational cells lengths on the error (b). 

در عبور   و حل تحلیلی  نتایج الگوی متوازن عددی (a)  7شكل 

آهنگ    (b) و  منحنی شکلجریان بدون ایجاد شوک روی مانع  

 های محاسباتی خطا نسبت به اندازه سلول  هایتغییرپذیری 
 

 
(a) 

 
(b) 

Fig. 8  The comparison of the developed numerical 

scheme with analytical solution on the flow 

affected by shocks (a) and simulation of the 

subcritical flow over a hump (b). 

مقایسه نتایج تحلیلی و الگوی متوازن عددی در    (a)  8شكل 

  (b)و  منحنی شکل  عبور جریان به همراه شوک روی مانع  

مقایسه نتایج تحلیلی و الگوی متوازن عددی در عبور جریان زیر  

 بحرانی روی مانع  

1.3183برابر    منحنی شکلی مانع  ور × 10−2𝑚   خطای   و

برای می باشد. همچنین میزان خطا  %3.47نسبی برابر 

3.8476حالت جریان زیر بحرانی روی مانع  × 10−2𝑚  و

توان نتیجه گرفت پس می  است.  %1.92خطای نسبی برابر  

 دقت مناسبی است. دارای نسبت به ابعاد مسئلهکه پاسخ 

 
مدلسازی جریان عبوری روی بستر با مانع  -4-4-2

 مستطیلی  

تعریف شده است که این  گاهیآزمایش یمدلدر این بخش 

 Asi and شیرازآزمایشگاه هیدرولیک دانشگاه در  آزمایش

Amiri (2016)  انجام شده و جریان عبوری روی مانع

  دهد.مستطیلی را نشان می

. باشدمیزیر بحرانی از روی مانع مستطیلی  عبوری جریان 

ند اعبارت  حالت، شرایط مرزی بالادست و پایین دستدر این

  14/0متر و دبی واحد عرض برابر سانتی 7/8 عمق برابر از،

مدلسازی الگوی متوازن نتایج  9 شکل. متر مربع بر ثانیه

 دهد.دار و مدل آزمایشگاهی را نشان میشار متوسط وزن 

 

 
Fig. 9  Results of the developed numerical scheme with 

experimental ones in simulating the subcritical flow over 

a rectangular hump 

در    و آزمایشگاهی  مقایسه نتایج الگوی متوازن عددی 9 شكل

 روی مانع مستطیلیاز  عبور جریان زیر بحرانی  
 

حل عددی ارائه شده در این تحقیق نسبت به   خطای  میزان

2.8071نتایج آزمایشگاهی برابر   × 10−3𝑚   و خطای نسبی

توان نتیجه گرفت که پاسخ در مقایسه می  است.  %3.3برابر  

 دقت مناسبی است. دارایبا نتایج آزمایشگاهی 

 

شار  و معمول مقایسه عملكرد الگوی متوازن - 5- 4

 دار متوسط وزن

الگوی    و  متوازن      الگوی  مقایسه      منظور  به      بخش  در این  

Exact Solution                    

 

Well-balanced WAF 

 

Exact Solution                    

 

Well-balanced WAF 

 

Exact Solution                    

 
Well-balanced WAF 
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الگوی متوازن بر بهبود  تاثیردار، معمول شار متوسط وزن

ها در حالت های در حال سکون، جریان سازینتایج شبیه

روی مانع منحنی شکل به همراه شوک و و جریان روی مانع 

 شود. مثلثی بررسی می

 

 
(a) 

 
(b) 

Fig. 10  The results of the steady state simulation with a 

common WAF scheme (a) and well-balanced WAF 

scheme (b) 

سازی آب در حالت سکون وسیله الگوی  شبیه (a) 10 شكل

سازی آب در حالت سکون  شبیه  (b)دار  معمول شار متوسط وزن

 دار به وسیله الگوی متوازن شار متوسط وزن

 

سازی  شبیهشود در می مشاهده 10 طور که در شکل همان

مستطیلی به وسیله الگوی آب در حالت سکون روی مانع 

نزدیک به لبه  هایناحیه، در دارمعمول شار متوسط وزن

غیر فیزیکی ایجاد شده است، در حالی که  نوسان هایمانع  

 باشد. سرعت صفر و تراز سطح آب ثابت می

سازی آب در حالت سکون روی مانع مستطیلی شبیهاما در 

گونه چهی دارشار متوسط وزن متوازنبه وسیله الگوی 

 یهمهنوسانی در سطح آب مشاهده نشده و سرعت در 

 باشد. صفر می هاناحیه

دهد که اگر به جای الگوی متوازن شده نشان می 11 شکل

 دار معمول شار متوسط وزن، از روش دارشار متوسط وزن

بر ایجاد نوسان در حالت سکون جریان،   افزوناستفاده شود  

 حالتنیز دقت کمتری نسبت به  جریان جاریدر حالت 

 .متوازن شده دارد

 

 
Fig. 11 The results of the well-balanced WAF scheme 

and the common WAF scheme over a hump with shock 

  دار ومقایسه پاسخ روش متوازن شده شار متوسط وزن  11 شكل

بر روی مانع    با پاسخ تحلیلی  دار معمولروش شار متوسط وزن

 همراه با شوک 

 

 و دارشار متوسط وزنالگوی متوازن شده  برایخطا  میزان

نسبت به پاسخ تحلیلی   دارمعمول شار متوسط وزناز روش  

 باشد:به شرح زیر می
(27)                      𝑅𝑀𝑆𝐸𝑊𝐵−𝑊𝐴𝐹 = 1.3183 × 10

−2𝑚   

𝑅𝑟𝑒𝑙  = 3.47%                                          
  

(28)                          𝑅𝑀𝑆𝐸𝑊𝐴𝐹 = 1.9404 × 10−2𝑚    
𝑅𝑟𝑒𝑙  = 5.11%                                    

 

جریان زیربحرانی روی مانع منحنی شکل نشان  12 شکل

شار متوسط الگوی متوازن شده  جایاگر به  .دهدمی

ستفاده شود ا دارمعمول شار متوسط وزن، از روش داروزن 

، بسیار کوچک در محل مانع نوسان هایبر ایجاد  افزون

 .متوازن شده دارد حالتنسبت به    نیز  دقت کمترینتایج از 

 البته این نوسان در جریان زیربحرانی بسیار کوچک است.
 

 
Fig. 12 The results of the well-balanced WAF scheme 

and the common WAF scheme over a hump without 

shock 

دار  مقایسه پاسخ روش متوازن شده شار متوسط وزن  12 شكل

بر روی مانع    با پاسخ تحلیلی  دار معمولو روش شار متوسط وزن

 بدون شوک 
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 و دارشار متوسط وزنالگوی متوازن شده خطا برای  میزان

نسبت به پاسخ تحلیلی به   دارشار متوسط وزن  معمولروش  

 باشد:شرح زیر می

(29)                   𝑅𝑀𝑆𝐸𝑊𝐵−𝑊𝐴𝐹 = 3.8476 × 10
−2𝑚   

𝑅𝑟𝑒𝑙  = 1.92%                                 
 

 (30)                        𝑅𝑀𝑆𝐸𝑊𝐴𝐹 = 4.0218 × 10−2𝑚    
𝑅𝑟𝑒𝑙  = 2.01%           

 

برای  راجریان زیر بحرانی روی سرریز لبه پهن  13 شکل

معمول  از روش  و داروزن متوسطشار الگوی متوازن شده 

 دهد.نشان می دارشار متوسط وزن

 

 
Fig. 13 The comparison of the results of well-balanced 

WAF scheme and the common WAF scheme over a 

rectangular hump 

دار  مقایسه پاسخ روش متوازن شده شار متوسط وزن   13 شكل

 روی مانع مستطیلی  دار معمولو روش شار متوسط وزن
 

 و دارشار متوسط وزنالگوی متوازن شده خطا برای  میزان

 نسبت به پاسخ دارمعمول شار متوسط وزناز روش 

 باشد:به شرح زیر می آزمایشگاهی
(31)                  𝑅𝑀𝑆𝐸𝑊𝐵−𝑊𝐴𝐹 = 2.8071 × 10

−3𝑚   
𝑅𝑟𝑒𝑙  = 3.3%                                               
  

(32)                           𝑅𝑀𝑆𝐸𝑊𝐴𝐹 = 3.7613 × 10−3𝑚    
𝑅𝑟𝑒𝑙  = 4.42%                                  

 

خطای روش معمول   میزانشود، که مشاهده می طور همان

دار نسبت به نتایج آزمایشگاهی برابر شار متوسط وزن

3.7613 × 10−3𝑚  است  %4.42و خطای نسبی آن برابر

که نشان از کاهش دقت در محاسبات، نسبت به الگوی 

 ارائه شده در این تحقیق، است. متوازن

سازی  شبیهشود در مشاهده می 14طور که در شکل  همان

گوی  آب در حالت عبور از روی مانع مثلثی به وسیله ال

نزدیک به لبه مانع  هاناحیه، در دارمعمول شار متوسط وزن

غیر فیزیکی ایجاد شده است، در حالی که در  نوسان های

دار ارائه  صورت استفاده از الگوی متوازن شار متوسط وزن

 شوند.غیرفیزیکی حذف می  نوسان هایشده در این تحقیق،  

 
 

 

 

 

 
 

(a) 

 

 

 

 

 
(b) 

Fig. 14 The flow simulation over a triangluar hump using 

common WAF scheme and the corresponding non-

physical oscilations (a) flow simulation over a triangluar 

hump using a well-balanced WAF scheme and the 

corresponding oscilations (b) 

مانع مثلثی شکل به  سازی جریان آب روی  شبیه (a)  14 شكل

غیر    هاینوسان   ودار  وسیله الگوی معمول شار متوسط وزن

سازی جریان آب روی مانع مثلثی  شبیه  (b)مربوطه  فیزیکی  

  هایانس نو  و  دارشکل به وسیله الگوی متوازن شار متوسط وزن

 مربوطه 
 

 آبراههطور که قابل مشاهده است، هرچه مانع کف همان

تر باشد( ارتفاعی آن سریع  هایتغییرپذیریتر باشد )ناگهانی

غیر فیزیکی و شدت آن افزایش  هاینوسان احتمال ایجاد 

 یابد.می

 

 نتیجه گیری  -5
توانایی تسخیر   WAFتحقیقات گذشته نشان می دهد روش  

بین مرزهای تر و خشک را با دقت   جریانشوک و مدلسازی  

بالایی دارد. اما بزرگترین مشکل این روش نامتوازن بودن  

ارائه شده در این نوشتار ضمن حفظ   الگوی متوازنآن است.  

متوازن بوده و در  به طور کامل، WAFهای مدل توانایی
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های کف، پاسخ ثابت مسئله حالت سکون، یا انواع ناپیوستگی

سازی دهد. این الگوی عددی متوازن توانایی شبیهارائه می

های با شکل آبراههکف  هایمانع جریان عبوری از روی 

ناپیوستگی و نوسان غیر فیزیکی در  ایجادمختلف بدون 

 سطح آب را دارد.

 

 ها نشانهفهرست  -6

 Ck عدد کورانت                                       

 F بردار شار                                            

 g شتاب گرانش زمین                                

 h ارتفاع آب داخل آبراهه                            

 i شماره سلول محاسباتی                            

 n ها مشاهده شده                       شمار نقطه

 r(k) پارامتر تابع محدود کننده                      

 RMSE      هاجذر میانگین مربع تفاضلخطای 

  Rrel خطای نسبی                                     

 S(U) بردار چشمه                                    

 S0 شیب کف آبراهه                                  

 t زمان

 U بردار متغیرها                                      

  wi دار    وزن های الگوی شار میانگین وزن

 x متغیر مکان                                         

                                             Yobs میزان مشاهده شده     

  Ycal میزان محاسبه شده                             

 aveY میزان میانگین                                  
 

  های یونانی: نشانه

 𝜙 تابع محدود کننده                                
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