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1 Relaxation Schemes 
2. Central Schemes 
3. Surface Gradient Method  
4. Mass Energy  
5. Complete Form  

 

)!(T
x
F

t
U =

∂
∂+

∂
∂

�	 � ��Uj�� ���5. "�51�0��5*. F(U) � ��5� ���5. T

���5V 9W5�L ���. B5�� �5. �J 9��5F 5,�:( �5,l

������:

)r(







=

hu
h

U ,
















+
= 22

2
1 ghhu

hu
F , 








−

=
xghz

T
0

� s B)�7"� �*. �5"93�5:� 8�-)�(J 9��5F �5. 5, �

� ��������:

)t(







−

==
∂
∂+

∂
∂

uugh
AT

x
UA

t
U

2
10

; 2

�	 � ��( ) UUFA ∂∂=�(�5�,.�5��M H"��5� ���5. +

B��.

�"93�:� 8�-)�(�.0��#�� 0�51 �5ZL 0�5. 8�-5"�

K�L 93�:��M��� 0�,J �Z(,� 6��5� �)Shi and Xin, 

2002(:

)u�l)� (

)u�m(





=+++

=+

0)
2
1(

0)(

2
xt

xt

gzghuu

huh

(��F �����1v,J�B��� �<�� p.��(,�J��( ��-.

� �"93�:� 8�-)�(,�)u(���Z� ����1��,� +

�"81 8�- �. J�� m�-7���	,��.W_� "� J� "-K�L 8��

M���0)�"93�:� 8�-)u((�L � �,S�% ��

1")���"C��� ���. ���� �L� �� �� ��N��� ���(

�"K�L 8�-�8��������� � 0%�� ��-. p.�( �� "����

�. B�� �������� �)Shi and Xin, 2002(.

+&��,-./-��� 
�)�:� �)��m(�B)�7 D��. ��$�5������5� �5>�L �5.

 ���55V �55>�LB55�� D��-55� .S�� � �55� O(��55F �

D������V � ��� 9W�L +". ��W��� ��Z(�� BQ J� 



A&B���&� ���������� ������� ���� 

�

. [����,	 �L���	[�� �5Z(�� D�5� BL/) J� O��� ��

 O5� �5���� �)Greenberg and Le Roux, 1996 .( +5,� �

 �J���� �"s ���X� D�� S�� B)�7B��.

�L B)�7 �,��$���� ����"93�5:� 8�-)u(c�5� �5.

J,�[������ $"�0����:

)w�l)� (

)w�m(





=++

=

2
2

1

2
1 cgzghu

chu

1c�2c.�& B�103�:� 9B��.�"8�- 93�:�

[������ $"��� D�)w(� �C>. �����1 �7��� � � �( �� 

"%�� 6?������ ��-. 0�1 /"��Z�:��B�� 

)Shi and Xin, 2002.( ,C�J��,$]�D�1J� �x:. 

D�1��)��� 0� .	 93�:� 08�<���F��"B

"�J���� ":Q�� � � �	 ��."%�� B"O���� �1B��.�.

�V"� ��� +,D�1��)� OF�� �."�J���� B�,"D�1��)� 

���J��"��N$O���.�.�:( <Zy,l�� S��0��$�

 93�:� 8�-"�)w(�Z(�� J� 6Q��7 BQ �. �, P�*"Q ��

��� �z�� K� ��7��Q� ���-. p.�( �� z(x)%�� "����

 ����. �. <Z;����)�0B�� �J���� .K�L S�� �M��� 0�

��)�,�B�� �J���� � ������ ��(,� a����

)Shi and Xin, 2002(.

0&��� �����"�1# ',23��"4� !!�546� 
��'��� 

����1���BG( ��-. �%"��5�� E�C;5F� ���5. ��5��.�

���V �>�L � �"8�-3�:�K�L 9�8����5� )�(�5.��. 

� �NF��� .�$� �{G�� h�;� ������iC�5. h�.��

� ���555*�555,]�i��(�555� K�,H.�555��M "��555� ���555. +

( )2,1, == ighui mλ�:(,l����^h�5;� �5)�:� 

�{G���,+������ 9��Z��B�J�)Leveque, 2002(:

)|(ii
rl,rl, λ

dt
dx:C =

J,�� �,H�10l�r� }5V �{5G�� h�5;� �5. h�.�� 

B��� ~�����-1.

� .	 93�:� �08�<��,A�:.0~�� n�� � �.�z �

y�-Z���\� 6C��$"��� .�5. ����5Q ��5y0�~�5� �510

.�z�0��5. B��7 �. }5V 5,��5. �� B5���S15,�S2�

� L��0y�-Z�� ��. B��7 �. }V,��5. B��� R15,�R2

���� �� �� ���� .�.�ziSQW( J� ��{5G�� h�5;�

 ������i
lC�.i

rC�. �L� 5� �	5,�.6C5� ����l5)� 

�.�z �10S1�S2�;.�� �� �	 �{5G�� h�;� ������ �. 

B�� ��� �� ���� h�.��.

x

h

t

2- Shock1- Shock

Cr
2Cl

2Cr
1

Cl
1

S1 S2

)DB+(

1- Rarefaction 2- Rarefaction

t t

Cl
1

h

x

Cr
1 Cl

2 Cr
2

R1 R2

)F(

5$� �l)�(����V�C�( "6�~���.�z 

m(����V�C�( "6y�-Z�� ~�� ��

1. Shock and Rarefaction Waves   



,- .���/ 01��2� .��� � ��&�34 56 �� 7�� . . .�2�9 ��:;3� �<���3� ���+=��+=>?29 

�

555���1 ��555C��1"9�555��$�\��555. 0B555)�7 �K�555>: 

)��555"�TuhhU ),( 0000 =9��555Z� B555�� �555���R� J� 

� �)�70ThuhU ),(=g��( ���.�z 5.�J� ��5�	 B5�

 �. �{G�� h�;� U0� 6{�� ����� .�,���1 ��C� +�

�. �� ( )21i),U(S 0
i ,=���� ��J �;.�� � ��1,��5. �0

�B�� ���Q�. �	)Leveque, 2002(:

)�(
)U(U

)F(UF(U)
V:)(US

0

0
s0

i
i

−
−

=

isVB��� ~�� �.�z B�� ..��0B)�7 �10)�� "�)U(S 0
i�

�L B���,��� �� � �� ( )ghuFr =:.�( 9��F �. �

m	 <�� J�)h(."� �������)Leveque, 2002(.

)��l)�()
h
1

h
1()h(h

2
guu

0

2
00

i +−= m

)��m()
h
1

h
1()h(h

2h
1

gh
u

Fr
0

2
0

0i +−= m

� �"/B��� ��~�.�z�. B���.��. )Leveque, 2002(:

)��(
0

00s h
h)h(h

2
guV i += m

93�:� �)�(�)��(h�5.�� O5N�� B5�W� �5. i=1�

)u1,1sVFr1 ,(�. h�.�� BZ_� B�W� �i=2B�� 

�.,�� B�� �L�( ��.�z � �5@� J� "/,5C�����5� S�5%

 ��. � B��05%����� h�5� B5�� KJ3 �	 �L� ����5Q�. 

���. )Leveque, 2002(:

)��(i
rs

i
l iV λλ ≥≥

�.,B�� O �����*� �. ��-. i=1  �, i= 2~���.�z �5. 

}V B��,O� B��7 B��� ����.

L�� �0y�-Z�� ������� J� i�9��F �. K�iR��5��� 

������)6C���m(�Z) �. ��510�5 �	 B5��� � }5V 

BZ-�
t
x��-� 0� ���*� ,�]i��(�� K�,.���M H"���. +

��� ,�:�iλB�� �)Leveque, 2002(:

1. Hugoniot Locus   

 

)�!(i
rl,

i
rl, λ

t
x:R =

� �)�7 ����R�0UB5)�7 �5. �5� K�5>:� U0~�5� g5��( 

y�-Z���i� gZ(�� ��. ����)( 0URi���5� �5� �� �5���.

� �,+�L B��� 9��F,:.�5( 9��F �. ��� �� � ���

B)�7 J� m	 <�� J� �10)U(R 0
i.�� B��	,�.

)�r�l)� (( )ghgh2uu 00
i −±=

)�r�m(










−±= 1

h
h

2
gh

u
Fr 00i

���1 6C5� � �5� ��y)��m(5� ��1��5� �� ��5�

 y�-5Z�� ~�� }V � B��� B���iRh�5;� �����5� �

�{G��i
rC�i

lC��� pQ�� B��� ��510i
lRV�i

rRV

y�-5Z�� ~�� �Z) � ���5*� �5. <.�5;� ,� �5,���5��� �]

���-1.

)�t(
i

rl,R λV i
rl,

=

��.0y�-Z�� ~�� �C�	 �J��@� �"/,C���5��. [�5ZQ 6.�Q 

�.,y�� �0� J,��. ���Q�. ���:

)�u�l)�()()( 11 UUl λλ <

)�u�m()()( 22
rUU λλ <

g.��� �)�u�l5)� (�)�u�m(B5)�7Ul=(hl , hl ul)

�Z) }V �� Oy�-Z�� ~� B)�7Ur=(hr , hrur)B5��� �Z) 

O55� ���55� �� Oy�-55Z�� ~�55� � �551U=(h , hu)���55. 

B)�7 ����R� Oy�-5Z�� ~�5� D�1 B5��.��.�5�.,657 +

-�'� �),��5. ������5�� +5�0�5 .	 93�5:� 085� <5��

,A�:.0+"�V B)�7 �� B�� }5V T
llll uhhU ),(=��

 ~�55� g55��(1W)�.�55z 55,y�-55Z�� ��(B55)�7 �55.

�55"���T
mmmm uhhU ),(=� B55)�7 �55"���g55��( �� 

~�55�2WB55)�7 �55. B55���T
rrrr uhhU ),(=gZ(�55�

55��55� � J�55���	 ���55(�55. �� J 9��55F55,� ���55� �

)Alcrudo and Benkhaldon, 2001(:

)�w(
r

21 UWUWU ml



A&B���&� ���������� ������� ���� 

#

7&',1"� �� 5"89 !�"� !�56� ��'��� 
�)'-��� B-C� �F�� B)�7 �J��)'-��,���. +�

)�� B���"�L �,B�� ��)Leveque, 2002.(�.�����

[�_��6C� <.�;�!�l)� �,���0��B�� � � ��

�	�*�� �. +��� m	 � 0=20 m hl�= 15 m hr�,���-

�. �@� �"�,�.

دريچه

ur=0 m/s ,  hr=15m

ul=0 m/s ,  hl=20m

 
)DB+(

0

5

10

15

20

25

0 300 600 900 1200 1500x (m)

حل تحليلي

شرايط اوليه

S2
R1

(m
)

ξ U m U r

U l

)F(

5$� @l)�(���,)�� g"��)'-��� B-C� G( ��-. �. B

m(��. m	 a;� ����� 0�)'-����J � �� B-C� 5 st =

����1�� ��,� �����. ������~�� �.�z S2�. 

�% k�y",+y�-Z�� ~�� � B��R1B�3�. k�y �.

B��7�����.>?( 67">���. 0�.���	 B� 9��Wy�

� B)�7"���Um�.QW( ��?�� ��10S�R�. 9��F 

)R1-R2(�)S1-R2(�)R1-S2(�)S1-S2(g.��� J�)��m(

�)�r�m(�.� B��	,�.6C� � r>?( 67 ">��

��("���,+�)'-���. 0�?NF � ���X� B)�7 �� V 

Fr-hB�� ��� �� ���� .[�ZQ 6.�Q <y��� �%�( h�;�

g� �V"+*y��� �1��. �L�( �. m��L �� ���-1 

y��0� )��(�)�u(�@� J��"/,C�� [�ZQ 6.�Q"B-.

���1 � ��1��� �� ��y�B)�7 � g*� ��)~(�;*� 

�?�� � ����.�S2�R1:Q�� �"m��L [�ZQ 6.�Q B

��.��. �� ���Q,+g*��,m��L B)�7 +�)'-�� B�� 

�*�,�17.4m=mh�1.88 m/s=mu�.� B��	,�.

���%"�L 6,��>?( 67 J� ��N��� �.">����J � t=5 s  �

6C�!�m��("8��B�� �.

-1.5
-1

-0.5
0

0.5
1

1.5

0 5 10 15 20 25
h (m)

Fr

R1
R2

-1.5
-1

-0.5
0

0.5
1

1.5

0 5 10 15 20 25
h (m)

Fr

S1
R2

)DB+()F(

-1.5
-1

-0.5
0

0.5
1

1.5

0 5 10 15 20 25
h (m)

Fr

S2

R1

-1.5
-1

-0.5
0

0.5
1

1.5

0 5 10 15 20 25
h (m)

Fr

S1
S2

)G()�(

5$� �>?( 67">����( "���)'-� � �� B-C� 

9�{�G�)Fr-h(

:&,�(��- 5��; <�=�
����1���-. � �� [���� �%��"�����/����� 0����� �5>% 

� �L� ��-. J��( p.�( ����. ��� z�>% 6?� �<��� X%,�

�"B-�J,)�� h�� ��"<��� �X%,p.�( ��. ��%"��5. ����

 B�� �	^��.��. ,+�. 6��� �>�L zx)�:� � �8����� ,�:�

�;.��)��m(�:( ,���� lQ�.�������.�5� O(��F � 

k�F DM��� kW(� J� �� �@�����5*�  DM�5�� �57�� �

K�55L )gzghuE ++= 2

2
1(�55>% J� ��55Z� ��%"��55�� �



,- .���/ 01��2� .��� � ��&�34 56 �� 7�� . . .�2�9 ��:;3� �<���3� ���+=��+=>?29 

H

<��� X%,B�� �.5�1 �.") +5"3�5:� �5>% 65?� � 69

K�55L�M�55��0�,55�:��55���R�93�55:� )u(B55)�7 � 

s"�� � ��$����"93�:� 8�- )w(. ��$���� B)�7 �����

��.����.

J� ��N�55���55, +3�55:�9�:Q��55"B55>% �T55L�� �

%��"�����m	 a;� � ���� .� �.5,%�� +"��5���K�5$ 

)�*��� B.�&�\)SST(� ��N$��� .� �,+9��F 6?� � 

%�� � �>%"������.�L� ��	,��,%�� A"�����h�5.�� 

��-. �.)�>% (� B�� 5, %�� A"��5���/5"� m	 a;5� � 

)�("�����)Alcrudo and Benkhaldon, 2001.( 

>&�44�����44��',1"44� #
 �44� 5"4489
��?��5���������$�!��� !�"� #
 

�)'-55� �55� B-55C���55� �55. ,)�� g55"��-55. p.�55( � ��55.

%��"�����/����� �. J 9��F,��5. �0�5"93�5:� 8�-

�55*.0)!(��55��� 55���55� )6C55�t()Alcrudo and 

Benkhaldon, 2001(:

�>% �)'-� +,�� n�N(�� �. 0�=1 mz∆B":Q�� � 0=x

�55. �	 }55V B�55� � �55")�� g,��55� � ��55� p55Q��

���.







=

0
l

l
h

U���� �. m4=lhB5��� B�5� � �

���55. �55. �	







=

0
r

r
h

U�55� �55. ��m1=rh�� ���55� 

�� �N5F �5.��. �5>% k�y � � ��,�L B��� /"� � ��

 �� ��� ��)0== rl uu.(���1 �5� �5@7W� �� ��y

 � �� B-C� �)'-� 670=x0��5. ��5� 65?� ��:, 

��)�5557 �555>� 9��555F �555. ����555� �555L� �555>% �555�

)0()(),( f
t
xftxU ==�� ����� ��.

1. Stationary Step Transition (SST) 

x=0

ur=0 m/s ,  hrul=0 m/s ,  hl

5$� ���� ,)�� g"��)'-��,�>% �. +�)t=0(.

�� B�� +��� 67�)'-� 9��F� �5>% �L� 65?� �

 �55� k�55y � �%��"��55���� �"55>�/� 55, �	 �55. A

)±= 0x(�"/�����(��J �B5�� B5.�& �51 )Alcrudo 

and Benkhaldon, 2001(�J,��:

)0()0(),0()(),( ±
±

± ==⇒= f
t

ftU
t
xftxU

)��(

��,+9��5F��5V �5$� ),0(),0( tUtU +− ≠��5�� � 

B��� � }V B)�7 )0,0( +−� �� ����( B.�& K�$ g��(

)�*����)SST ( �.��,�#, � h�Z(��.�.".��,� �. ��,�5R

%��"�������-. � /����� �� B)�7 "���Um�.)�7B�10

�&}V B. U2B��� �U39���R� � �>% �Z(,� 6��5�

�� �,8:

)��(

)0(),0(2
−− == ftUU ;

⇒== ++ )0(),0(3 ftUU
)( 23 USSTU =

J� g.���)w(� h�Z������� �� B)�7U3m����� B)�7 

U2)�*��� B.�& K�$ J� ��Z� ��B�� .J� ~��� ���?�

�>%�p.�( ��-. B.�&B�� �B)�7 �10)�� B.�& "�Ul�Ur

� �>% B��� � }V � �� 6F��� �����(���J �1

B�� ���Q�..���)�,8��. 679��F J,�� �������� �

)Alcrudo and Benkhaldon, 2001(:

)!�(
rl USUSSTURU 2

32
1

)�|(




>
<

=
0
0

)0,(
xU
xU

xU
r

l ,




>∆
<

=
0
00

)(
xz
x

xz



A&B���&� ���������� ������� ���� 

I

�.��".,��J�K�>:� B)�7Uly�-Z�� ~�� �. ���)R1(

B)�7 �.U2�	 J� �.�)�*��� B.�& K�$�)SST ( B)�7 �.

U3~�� g��( �R�	 J� ��.�z�!)S2(B)�7 �.K�>:� 

Ur����"8.93�7 [� R��"���U2�U367 J� 

�"93�:� 8�-)w(�)��m(�)�r�m(��� �.,B

9���/>�C�( "6����~�.�z�y�-Z�� �,�:��z�� 0

y��0� )��(�)�u(�.� B��	,��.

6C� � u�l)� m	 a;� J��(( )Bzh +=ξ6.�*� � 

x���J �t=1s �(�"B�� ��� 8.���,)�� g"g� �. �V"+

Gz g� �. ��-. p.�( �"B�� ��� �� ���� 8.6C� � 

u�m��( S��"��67�)'-� �?NF � )Fr - h (

B�� ��� �� ���� .� <.�;�,6C� +��?���)(1
lUR

���1 ��C������(y�*� ��)�:� <Zy �� B�� )�r�

m(�B)�7 �.K�>:� Ul��?���)(2
rUS���1 ��C��

����(y�*���� B�� �.�)�:� <Zy)��m(�B)�7 �.

K�>:�Ur� h�.�������.�J� �.0�. �;*� �1 

�?���)(1
lUR��.3�:� A��9K�L �M���0)w(�

�?���SST(R1)��( "� 8����� .�,+�?������1 ��C� �

����( 0� �)�7 m�����U2QW( J� � B����. �	 

)(2
rUSm��L U3�)'-� �.=1.9 m 3h�

=2.4619 m/s3u�.� B��	,�..���� ��.��� �J�

QW(�SST(S2)�?�� ������1 ��C� �0� �)�7 ����(

 m�����U3B�� �.�?���)(1
lURm��L U2h�.�� �.

=3.0922m2h�=1.5127 m/s2u� 6F�7���.

@&�8� !� �� 5"89 ',1"� ������ �� 
>� B)�7 � �� �L� �. �>% � T"��( J� �C� ��5,	 .�

�5. �C5� �5. �5� B-C� �)'-� ��. +")�� D��. �)�*� +,�

 �5� 657 �>% �. �� B-C� �)'-� J� ��N��� �5� .0��5.

 6C� � �")�� g,��� <.�;� [�_�w�� +��5� m	 l5)� 

n�N(�� �. �,�C� k�y ��B5�� ���-5,� �5�� .� �5�

 55� � �55���$ ���55Q �C55� g55���55")�� g,�� m15=rh

�m20=lhB�� ���Q �. .

0

1

2

3

4

-10 -5 0 5 10

SST
R1

S2

U2 U3

U l

U r

x (m)

تراز سطح آب

شرايط اوليه

تراز بستر

(m
)

ξ

)l)�(

)m(

5$�#l)��B)�7 B":Q�� 0�1,Ul,U2U3�Ur

m�9�{�G� � 67)h,Fr(

)Alcrudo and Benkhaldon, 2001(

.�C5� �. �� B-C� �&� �6C5� <.�5;� w�l5)� ~�5�

�.�zS2� B��� B�� �. ,�� Ay�-Z�� ~�R1B�� �.

� ��� �. }V������.� �,+� B5)�7 9��F 5"���mU�5. 

= 9.3230m mh�=2.5725m/smu6C555� �.��555� 

r�~. �"B5��� � }V B)�7 � +lU�rU6C5� 

��$"�.����1�~�� �� �.�zS2�% �>% �.",+p5Q�� B�

 B��� B�� � �� ������6C5� <.�5;� w�m~�5�

�.�z2S ′y�-Z�� ~�� � B��� B�� �.�1R′B�5� �.

}V �.� �L��	,�.5."� +B5)�7 Ur�Um5,AK�5$

 )�*��� B.�&�� �)�7 �. 02U ′�3U ′�5. �5L� 5��	5,��5� 



,- .���/ 01��2� .��� � ��&�34 56 �� 7�� . . .�2�9 ��:;3� �<���3� ���+=��+=>?29 

�

�.��55��)'-55� 6557 �55>% 55��� �55� =8.7011 m'
2h�

=3.2212 m/s'
2u�= 17.0931 m '

3h�=1.6397 m/s'
3u

�. � B��	,�.���1"��5��1 +��5� y�-5Z�� ~�5� �R1

�����>% �. �� B-C� J� � pQ�� B�3�. }5V B�� 

�� ������~�� �.�5z2S ′′~�5� � B5��� B�5� �5. 

y�-Z���1R ′′� 6C� }V B�� �.�$"�.."+B5)�7 � 

Um�Ul�"/,)�*��� B.�& K�$ A�,���.� �L��	,��

=17.8821 m''
2h�=1.5244 m/s"

2u�=9.5886 m "
3h�

=2.8429 m/s"
3u� �Z��?���� .6C� � �10w�l5)� 

�w�m67�)'-� ���J � � �t=5 s�t=33 s �% g� �.

B�� ��� �� ����.

0

5

10

15

20

25

0 300 600 900 1200 1500x (m)

ξ(
m

)

حل تحليلي

شرايط اوليه

تراز سكو

S'2
R'1S''2R''1

)DB+(t=5 s 

0

5

10

15

20

25

0 300 600 900 1200 1500x (m)

ξ(
m

)

حل تحليلي
شرايط اوليه
تراز سكو

S2
R1

h l h m

h r

)F(t=33 s 

5$� H>?( 67">��C� �. �� B-C� 

6C� �|��5>">?( 657 l)� �� �)'-5� +5,� ��"5��(

 +",�5% �5>% �. �.�z ~�� ��"�� B)�7 6C5� � � B5� 

|��55>">?( 6557 m�~�55� ��"55�� B55)�7 � ��"55��(

3�. �>% �. �y�-Z�� B�� ��� �� ���� B� .

-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0 5 10 15 20 25h (m)

Fr

S" 2

R'' 1
SST(S" 2)

SST(R'' 1) U''2

U''3

l)� �,�% �>% �. �.�z ~�� ����. +"B� 

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0 5 10 15 20 25h (m)

Fr

S' 2

R' 1
SST(S' 2)

SST(R' 1)
U'2

U'3

m�y�-Z�� ~�� ����. �3�. �>% �. B� 

5$�I�>">?( 67���"��( 

A&
�� B	#Roe-TVD 

J� ;� [���J��0Roe��. 0��5L J�5�0+5��1 
5G. 

�55"8�- )�(��N�55���55� �55� )Garcia Navarro and 

Vazquez  Cendon, 2000(.� �55,�(�55� 9��55F +,H

�*(,Z�A~��� ��0�*� ,� �5,�]Kλ
~�51���. �0�5,�]

kr~B�� ��,�RO���.��. 0�5;*� B5NL �1 )i , i+1 (

(�Z��?� �CZ� ��,A�:.0J g.��� ,�� ��������:



A&B���&� ���������� ������� ���� 

"

)!�(
2
11

2
1 )~~(

+++ ∑=−=∆
ik

k
kiii
rUUU α

)!!(
2
1

2
11

2
1

~
++++

∆=−=∆
iiiii

UAFFF

)!r(
2
12

1
2
1 )~~~(~

+
++ ∑=∆

ik
kkkii

rUA αλ

��.��.,+:












+++

∆
∆

−=

−

+

−

+

+

−

+

−

+

2
1222

2
1111

2
1222

2
1111

1

)~~~()~~~()~~~()~~~(
iiii

n
i

n
i

rrrr

x
tUU

αλαλαλαλ

)!t(

�:( J� ��N��� �.,l)~~(
2
1~

kkk λλλ ±=±�L �,/�,���

��� �)�:���,8:



















+

−+
∆
∆

−=

∑∑

∑∑

−+

−+

+

k
i

kkk
k

i
kkk

k
i

kkk
k

i
kkk

n
i

n
i

rr

rr
x
tUU

2
1

2
1

2
1

2
1

1

)~~~()~~~(

)~~~()~~~(
2

αλαλ

αλαλ

)!u(

�)�:�)!u(� �� ��. ���(J 9��F ,�B���:

)!w()(
2
1

2
1

1 ∗

−

∗

+

+ −
∆
∆

−=
ii

n
i

n
i ff

x
tUU

�	 � ���� ��� p.�(0�f *���Z� 0�5.��. �5L� �51 J� 

�. B��:

)!|(
2
112

1 )~~~(
2
1)(

2
1

+
++

∗ ∑−+=
ikk

k
kiii rFFf αλ

�551������%0chur ~,
~

,~,~,~,~,~
2,12,121 λαα�55)�:� �)!u(�55.

J 9��F,�:( �,� l�����.

)!�(
]~)([~2

1
2

~
1 huuh

c
h

∆−∆−
∆=α ;

]~)([~2
1

2
~

2 huuh
c

h
∆−∆+∆=α

)!�(( )Tcur ~~,1~
2,1 ±= ; cu ~~~

2,1 ±=λ

)r�(RL

RRLL

hh

huhu
u

+

+
=~ ; RLhhh =

~
;

2
~ RL hhgc +

=

��.0��"S�� J� � �Z(�� BQ �. ��MUSCL ��N��� 

����.��,S�� +j��"�1�0)�� "[�>� �1 � �

�. :.�( 9��F�;���:( ,� l�����.��.0[���� ����� �

�m��L����)� J� ,�1�� 8��n��R�j(""9��)TVD(�.

��?� 0J���"T��N��� ���� .

� �,�)�*� +J�� �������?�"Tminmod ��N��� ���

B�� .� ��� �.�,�����0�F�{"��� B����.�

� ���0Q �. CN( 9��"3�. A\� ��N$��� .��.��.,� +

�����0x�*�,�UJ c�� �.,�:( �,l������ 

)Leveque, 2002(.

)r�(
x

2
1x

xxx
)(~),(

2
1i

2
1i

2
1-i

∆+=

<<
−+=

−

+

i

i
n
i

n
inn

x

xxUtxU σ

)r!(










≤

><

><

=

∆
−

∆
−

= +−

00
0

0

modmin 

)
~~

,
~~

mod(min 11

ab if 
 and  ababb if

 and  abbaa if

(a,b)

x
UU

x
UU n

i
n
i

n
i

n
in

iσ

n
iU~j�� ���. g���� "�1�0657 K�5$ �1 � �� B�� �*. 

��0�.� B��	,�.

%C&B	# D
��<!E&F!�-
�,�% �. ��)� +,��;.�� K�L �M���0��"8�-3�:�9)u(�

��.0j�� "��10)�� "�`�1 m	 93�:�0<5�� 85� n��5.� 

��� B�� .�.��5".,�5� %�� 9���5R� �"��5�����-5. 

1. High Resolution Methods 
2. Primitive Variables  



,- .���/ 01��2� .��� � ��&�34 56 �� 7�� . . .�2�9 ��:;3� �<���3� ���+=��+=>?29 

�J 

�S�D�� K�L�M��� 0J 9��F �.,5� ����� ���5� 

)Shi and Xin, 2002(:

0

)()(
2
1

2
1

2
1

2
1

=
∆

−

+∂
−−++

x

uhuh

h
iiii

it )rr�l)� (

0

)
2
1(

)
2
1(

2
1

2
1

2

2
1

2
1

2
1

2

2
1

=
∆

++

−

∆

++

+∂

−−−

+++

x

gzghu

x

gzghu

u

iii

iii

jt
)rr�m(

%%&
�� ��',1"� �8� !� �� 5"89 
[�� J� ��N��� �. Roe-TVD �)'-� �C5� �. �� B-C� 

��� �.,)�� g5"�6C5� <.�5;�w�l5)� [�5� 0J�5� �5� .

� ���J � 9�Z��?�0t=5s�t=33s �CZ� �t��)�>��

� 6C��10��� l)� ��m����1 �. >?( 67">����� 

B�� ��� �� .

�5� �@7W� �� 0��y ���1 6C5� � �5���� l5)�

 ���Jt=5s �5>% B5":Q�� �5. �y�-Z�� � �.�z ~���� 0�51

3�. +",�% � B� ��"5��� B� �5. 0�5� 657 � B5��

B�� A,/� ��"-. �>">?( m��L.

0

5

10

15

20

25

0 300 600 900 1200 1500x (m)

ξ(
m

)

حل تحليلي

n=400  حل عددي

شرايط اوليه

تراز سكو

S2

R1

)DB+(t=5 s 

10

12

14

16

18

20

22

0 300 600 900 1200 1500x (m)

ξ(
m

)

حل تحليلي

n=400 حل عددي

شرايط اوليه

S' 2R'1
S'' 2

R''1

)F(t=33 s 

$� 5�0�� 67 �-,�*�Roe-TVD�C� �. �� B-C� �>">?( 67 �



�������� 	��
�	��� ������� ���� 

�� 

��� ���t =33s �	
��	 ���� �	����������� �� ��� �	 

����� 	���� 
� !� "#$% �	
�	��� ������	�&'�( 

��
)� �	 �
���� *�	 !��� ���� � �!+,�� "�-� 
�)�

��!���-./��� 01�2� ���	 !������% .�	
��	 ���� �

�����	�������	 �
�� ��
)� �	 &'�( �*�	 �!���� �� �

"-�3�04��� !���% &.2S ′′�$5 	���!6	
�7 �	 ��1

�89!����/��� �5"-	 /�.

����� �� 	
����� 
�� �!+����4	 ,���;��� �<���5 ��� 0�� ��=� /�=( ��
��.

/�=( 5�9 �	 ! ��� �� >��� �
7��?�+�.	���@+,����*A 

���- "��B� ��1�� /��=( �� ��- "�B� ���� &�(

���
� .&B� �� C��+/��=( D-� �� �E	.#�$% �� F

"��-	 /���� G�� 	� ����� .�� H���� �� �� 6?+��� ���E

I�=9�	 m15=rh�m20=lh	+"-	 /���� .���	�� �

 �� ���+�E0�*A�� �� J��=9	 ��- "�B� ��
�� � ���4	

���)S2(�����	 �
� � "-	� "$- ��)R1("$- �

M��N /	� ��� �����4	��@�)&O��� PQ.(	 ����+ R�
��' ,

� "*�( R�S21�!��������� ��
�� �� ��E�? ��1�� 

��� 
B��- ����? "��-�0��� ����-�8� ��
��� �T��+�	� 

=17.4077m mh�=1.8782m/smu.����U@���
��� ���5 

��� S2�� ��� �!+,��- "�-	� "$�- �� G� 	� "�-�

��0�-� � �
�� �� 0
O�- "�*�( HV) ����1S ′�� 

"$-MN�2S ′"$�- � "�-	� �� &B�� ��!� ����

 &B� #�W� PP+*�X��	 "�Y Z�� [���;�*�( �� .2U ′�

3U ′� � �
7��?+�.@E$�!-� �Y	 � ,!������	 �
� ���

)R1(���� ������	 �
� �� 0MN "$- �1R ′′�2R ′′�� 

�;�*�(.�!���2U ′′�3U ′′O19 !� &��
�.&�( \�-	 �

�
' � ��+�7 R�S21� ��!�89�� ��-�8� �+� R�
�:

'
2h =17.8800 m, '

2u =1.5260 m/s, '
3h =9.5856 m, 

'
3u =2.8464 m/s    
''

2h =8.6998 m, ''
2u =3.2226 m/s, ''

3h =17.0922 m, 
''

3u =1.6403 m/s 

 &B� �� PP�89 6	
7 � /�V%!��0���% &( .�*A��� 

�!^���� �� t=25s "�-	 /��� /�	� ��1�� .&B�� #��W� 

� 
�!�	
�	 �	�X� � "�89 _�� �� �� ��!�����% �.

�����- V��5"-	.

0

5

10

15

20

25

0 300 600 900 1200 1500x (m)

ξ(
m

)

شرايط اوليه
تراز بستر

دريچه

h l
h r

����/�=( �� �- "�B� �*A�� 

0

5

10

15

20

25

0 300 600 900 1200 1500x (m)

ξ(
m

)

حل تحليلي
n=400 حل عددي
شرايط اوليه
تراز بستر

R1

S2

��� ���89 &( !���� �� �- "�B� !+����4	 ,����� �� t=5 

�������� ���� 
`a��!�89 &( ab��� [�+ �- "�B� ��c�� �$!-�9 

�U�-
!� �� � ��� � �� 
B�- ��+ ���� ��!d� ^5�$�� .��

 Z�7 R3���� �	 /��=�-	a� �U��-
!��� &�8� �� be���	

Z�7 R3����a�� Z�f�	 g�X� �+�- �� Z
�@$� �
�.



,- .���/ 01��2� .��� � ��&�34 56 �� 7�� . . .�2�9 ��:;3� �<���3� ���+=��+=>?29 

�@ 

10

12

14

16

18

20

22

0 300 600 900 1200 1500x (m)

ξ(
m

)

حل تحليلي
n=400   حل عددي
شرايط اوليه
تراز بستر

S' 2S' 1R'' 1

R'' 2

5K���0�� 67 �-,�*� Roe-TVD � �$���� +",�% � �� B-C� �>">?( 67 �t=25s 

`�93�55:� DJ�55���L �55. �>�-55� +"55�1 D�55� 6557 

K�55L���55?� 855R7 D�55�)� J� ��N�55�� � K�55���� 

Roe-TVD T"5� ��5��� ��5?� �5. ����1 minmod 

�� K�R�� �� .+,� � �����"%�� 6?� � �,�. 9��F �51

 S�� J�K�L 0���M��� �� ��N��� �.

b��CZ5� A, � �>">?( m��L �. D�� 67 �,��� e��

���55� �-55,�*� �)�>55� .� B55�� /55"( ~��55�� �$�"�55G%

�. 8� ��"-. J�� kW��� � ���$�..

t�� D�:. A, �� B-C� �>�-� D�� � �>">?( 67 

B�� �,X% ��C�� �.��� S�� �. /"� ��N7 A,.

%0&�JK� 5�!�L 
��� ���. +".���M H,�(�� A

S�� +".���M H,�(��Roe A~

[������ B.�& 0�"$ c

�{G�� h�;� C

K�L 93�:� ��� ���.�0M��� F

��� �� Fr 

S�� � 0�� ��� p.�(Roe ∗f
m����.o�L g

m	 n�N(�� h

S�� � m	 n�N(��Roe h~

�y�-Z�� ~�� R

S�� � �],� 0�1���.Roe r~

�.�z ~�� S

�)�*��� B.�& K�$ SST 

���J t

���V 9W�L ���. T

g���� B��� u

�*. 0�1�"j�� ���. U

S�� � g���� B���Roe u~

S�� � �*. 0�1�"j�� g���� ���*� ���.Roe U~

�.�z B��� sV

�y�-Z�� ~�� }V �Z) B��� i
lRV

�y�-Z�� ~�� B��� �Z) B��� i
rRV

~��)�y�-Z�� �, �.�z(W

9�{�G� �)�y ��?� ��Z� J� 0�ZL �>F�� x

��-. J��( p.�( z

��� ���. +".���M H,�(�� �],� ���*� λ

S�� � +".���M H,�(�� �],�Roe λ
~

m	 n�N(�� � ��-. J��( 6��� m	 a;� J��( ξ

���� l�rg,��� �. h�.�� B��� � }V �")�� Ul,r U

<���U�. BZ-� xUx

<���U�. BZ-� ttU



�������� 	��
�	��� ������� ���� 

�� 

�������	
Alcrudo, F. and Benkhaldon, F. (2001). "Exact 
solutions to the Riemann problem of the shallow 
water equations with a bottom step", Computers 
and Fluids, 30, pp. 643-671.

Delis, A.I. (2003). "Improved application of the 
HLLE Riemann solver for the shallow water 
equations with source terms", Commun. Numer. 
Meth. Engng., 19, pp.59-83. 

Delis, A.I. and Katsaounis, Th. (2003). "Relaxation 
schemes for the shallow water equations", Int. J. 
Numer. Meth. Fluids, 41, pp. 695-719. 

Garcia Navarro, P. and Vazquez Cendon, M.E. 
(2000). "On numerical treatment of the source 
terms in shallow water equations", Comput. Fluids, 
29, pp. 951–979.  

Greenberg, J.M. and Le Roux, A.Y. (1996). ''A 
well-balanced scheme for the numerical processing 
of source terms in hyperbolic equations", J. Num. 
Anal., 33, pp. 1-16. 

Jin, S. and Wen, X. (2004). "An efficient method 
for computing hyperbolic systems with geometrical 
source terms having concentrations", J. Comp. 
Math., 22, pp. 230-249. 

Kurganov, A. and  Levy, D. (2002). "Central-
upwind schemes for the Saint-Venant system", 
Math. Model. Num. Anal., 36(3), pp. 397–425.  

Leveque, R.J. (2002). ''Finite Volume methods for 
hyperbolic problems'', Cambridge University press, 
New York, USA, 558 p. 

Shi, J. and Xin W. (2002). "Two interface type 
numerical methods for computing hyperbolic 
systems with geometrical source terms having 
concentrations", Research Project, Tsinghua 
University.

Zhou, J.G. Gauson, D.M. Mingham, C.G  and 
Ingram, D.M. (2001), "The surface gradient method 
for the treatment of source terms in the shallow 
water equations", J. Comp. Phys., 168, pp. 1-25. 




