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 گلـرکین بـر پایـه تـابع شـعاعی     -محلی پتـرو  شبکهمطالعه ابتدا به معرفی کامل روش بدون  در این -چکیده

در این راستا با استخراج انواع معادلات جریان سیال شامل حرکت آب در خاك، کانال جریان و . شودپرداخته می
. سـازي شـود   جریان رابطـه  تبا استفاده از مبانی ریاضی روش بدون شبکه، معادلاسعی شده است شکست سد 

هاي تقریبی  به پاسخ یابی روز براي دست دقیق و به  مانده وزنی به عنوان یک روش یقبادهد روش  نتایج نشان می
همچنین با اسـتفاده از کـدهاي   . گیردبندي مورد توجه قرار می هاي بدون شبکه دیفرانسیل در روش  هاي معادله

از سـوي  . گیـرد  ار مـی ي جریان آب در خاك بصورت پایدار مورد تحلیل قر مسألهمتلب،  افزار نرمنوشته شده در 
ي جریان در کانال، با استفاده از تابع شکل شعاعی که در محیط متلب پیاده شده اسـت، مقـدار   	مسألهدر دیگر 

ي شکست  مسألهدر نهایت، به همین ترتیب در . شود دار با جریان یکنواخت تقریب زده میسرعت در کانال شیب
کمک  لاگرانژي و به شکل به باشند می مومنتم بقاي و جرم بقاي معادلات که شامل بر جریان حاکم معادلات سد

ي دقـت بـالاي روش   دهندهنتایج حاصل نشان .اند ها مقایسه شده و با نتایج دیگر روش حل فشار تصحیح روش
و نیز عدم  مسائل مختلف هیدرولیکی ي و تحلیلساز مدلگلرکین بر پایه تابع شعاعی در -بدون شبکه محلی پترو

  .ي پیش زمینه و تطابق مناسب با شرایط مرزي است نیاز به هرگونه شبکه
  

ي جریان سیال، تابع پایه شـعاعی، حرکـت آب در خـاك،    ساز مدلگلرکین، -روش بدون شبکه محلی پترو :واژگانکلید
 .جریان در کانال، شکست سد

 

  قدمهم -1
، ها سدها و کانال به روزافزون جهان یازبا توجه به ن

از  ی که دارندخاص يها یژگیوبا  ها جریان آن سازي مدل
  .دباش اهمیت زیادي برخوردار می

که  است، هاي عددي جدید یکی از روشروش بدون شبکه 
 .پیشنهاد شده است مسائل هیدرولیکیبراي تحلیل 

به تحلیل روش،  جویی از این گران متعددي با بهره پژوهش
در ادامه به ، که اند پرداخته هیدرولیکی مختلف مسائل

ها در این  پژوهش روزافزونشمار . شود برخی اشاره می

  .، نشان از توانمندي روش فوق داردزمینه
ذرات هموار  یدرودینامیکروش بدون شبکه به روش ه

)SPH( ینجوم هاي یدهدر مدل کردن پد (Gingold and 

Monaghan, 1977)  در  یقتحق. قرار گرفتمورد استفاده
بعد از انتشار روش اجزا  1992روش بدون شبکه در سال 

 ینچند. یافتتوسعه ) Nayroles et al., 1992( پراکنده
 نیگلرکروش مستقل از جز  ي،ها بعد از آن با نام وشر

(EFG) (Belytschko, et al., 1994)ذرات ید، روش باز تول 

(RKPM) (Liu et al., 1995) محدود، روش جداگر اجزا 
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(PUFEM) (Melenk and Babuska, 1997)،  روش
، روش (Cueto et al., 2003) (NEM) طبیعی يجزها

  (RBF) شعاعیبا استفاده از تابع  ینشبکه گلرک نبدو
(Wendland, 1999)، ینعمده تفاوت ا. شدند یعرفم 

از تابع شکل مورد  مؤثرو استفاده  یدها نحوه تول روش
 يها برا روش ینهر چه ظاهرا ا. استفاده در روش حل بود

 یندارند ول يبه شبکه بند یازتابع شکل و تابع وزن ن یدتول
. دارند یهدر سا يشبکه بند یکبه  یازن گیري انتگرال يبرا

  .یستندن یقیها روش بدون شبکه حق روش ینپس ا
) LBIE( يمرز یروش بدون شبکه معادلات انتگرال ،راًیاخ

 ,.Atluri et al) ینگلرک-پترو یو روش بدون شبکه محل

1999) (MLPG) بدون شبکه محسوب  کاملاً هاي روش هک
توسط  یرخطیغو  یحل مسائل خط يبرا شوند، یم

 .آن دارد يبالا ییشدند که نشان از کارا یمعرف يآتلور
را روش  این و کاربرد يرابطه ساز نژاد و همکاران ويموس

 يها سازه ینامیکیرفتار د يدو بعد يساز مدل در
نشان دادند  و طول محدود، يبا تقارن محور يا استوانه

(Moussavinezhad, et al. 2013a و Moussavinezhad, 

et al., 2013b.(  
در آبخوان آزاد دشت  یرزمینیآب ز یانجر يساز مدل

-پترو یدر حالت ماندگار به روش بدون شبکه محل یرجندب
. گرفت صورت) 1396 و همکاران، یمحتشم( ینگلرک

قاسم  يشجر و قدم ثابت(لزج  یرتراکم ناپذ یالس یانجر
 یرغ یالس یانعددي جر سازي یهشب یزو ن) 1396 ،یلیخ
 و همکاران شاه مردان(حفره  يدر کانال دارا یوتنین

 یدرولیکیه سازي انجام گرفته در مدل ياز کارها) 1393
  .باشد یم یانجر

به روش  توان یم یانمعمول مطالعه جر هاي روش یگراز د 
و همکاران از آن در  ینیاشاره نمود که ام یزوژئومتریکا

 یدگاهاز دجریان  سازي مانند مدل یمسائل مختلف
در  یانجر یت، وضع)1393 همکاران و امینی( يلانگراژ
شکست سد  یزو ن) 1394 و همکاران ینیام(کانال 

)Amini, et al., 2016 (در سال	استقاده گذشته  هاي
  .اند	کرده

در حل معادلات  یعیبدون شبکه المان طب يروش عدد
 و يطرز یاثیغ( استفاده شد با سطح آزاد یالحاکم بر س

آبخوان دشت  یانجر يساز مدل .)1393 ،یذونعمت کرمان
 ییآ و هم یلیالمان تحل ي به دو روش بدون شبکه یشابورن

. )1395 ،یهحصاروئ ینیقائ و يمحمد( .انجام شد يا نقطه
 یک یراز ز یانعبور جر سازي یهشب ی و همکارانصباح

ذرات  یدرودینامیکبه کمک روش ه یپوالاستیکها یچهدر
 .را مطالعه کردند )1393 و همکاران یصباح(هموار 

در روش بدون شبکه حداقل  يددوبع یقیتطب یده وزن
 یزو ن) 1392 و همکاران، یمیکر( مربعات گسسته

در مسائل  ISPHن به روش یاجر يعدد يساز مدل
 یزو سرر یچهزمان در و عملکرد هم یانشکست سد، جر

هستند  هایی یتاز جمله فعال) 1392 و همکاران، قدم پور(
شبکه کمک  بدون يها از روش یدرولیکه ي ینهکه در ضم

  .گرفته شده است
 یروش بدون شبکه محل یابتدا به معرف یقتحق ینا در

به  یمانده وزن  یروش باق. شود یپرداخته م ینگلرک-پترو
 يها به پاسخ یابی  دست يکارآمد برا  روش یکعنوان 

در  ییو جز یمعمول یفرانسیلد  يها معادله یبیتقر
 .گیرد یمورد اعتماد قرار م يبند بدون شبکه يها روش

در خاك استخراج و با  یالس یانجر تسپس معادلا
در ادامه با . گردد یم یلشبکه تحل استفاده از روش بدون

آن،  يساز در کانال و رابطه یالس یانمعادلات جر یینتع
با  یزدر آخر ن. گردد یدست معادلات حل م ینا

ت که شامل معادلا معادلات شکست سد يساز گسسته
 مسأله يساز به مدل باشند، یم مومنتمبقاي جرم و بقاي 
  .پرداخته شده است

  به استفاده از تابع توان یم یقتحق ینا هاي ينوآور یگرداز 
تابع  یبتقر يبرا یو گوس یاز نوع چند ضلع یشعاع یهپا
حرکت شامل  یاناز انواع جر تفاوتحل سه نوع م و یدانم

سازي  و مدل داخل کانال سیالجریان  آب در خاك،
 از سوي دیگر .اشاره نمودشبکه  به روش بدونشکست سد 

، یهاول يها محاسبه تابع يبراکه  یريگ انتگرال یمحلروش 
  .باشد ین مجموعه میا هاي ينوآوراز 
  
  روش کار -2

انواع دیفرانسیل حاکم بر رفتار  هاي به طور کلی، معادله
به  ،)Γ(روي مرزهاي آن و بر ) Ω(   در داخل دامنه جریان
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  :گرددبیان می) 1(ي  صورت رابطه
D(푢) )الف -1( − 푓 = 0 

B(푢) )ب -1( − 푔 = 0 

عملگر  Bو  D، )پاسخ(تابع میدان  uها  در این رابطه
  .شود نیرویی نامیده می  تابع gو  fدیفرانسیلی و 

از . مشکل است )u(یابی به مقدار دقیق تابع میدان  دست
زدن تابع میدان استفاده براي تقریبتوان می) 2(  رابطه
 :کرد

푢 در این رابطه، (푥) ،تابع میدان تقریبی 	푃  بردار عضوهاي
به . باشد اي می بردار ضرایب چندجمله 훼و  اي چندجمله

تعداد عضوهاي ) 2(  طور معمول براي برقراري رابطه
داراي شمار محدودي است، از به کار رفته ) n(اي  چندجمله

. آید این رو، تابع میدان به صورت تقریبی به دست می
 푅 ي مانده داراي باقی  مسألهحاکم بر  ي بنابراین حل معادله
مقدار باقی . بر روي مرزها خواهد بود 푅در داخل دامنه و 

به صورت ) 1(  در رابطه 푢حاصل از قرار دادن تابع  ي مانده
 .شود بیان می) ب -3(و ) الف -3(هاي        رابطه

푅 )الف -3( = D(푢 ) −푓 ≠ 0 

푅 )ب -3( = B(푢 ) − 푔 ≠ 0 

ي انتخاب تابع  وزنی با توجه به نحوه  مانده در روش باقی
تغییر   مسألهدر  푅و  푅ي   مانده تقریبی، مقدار باقی

مانده حاصل از تقریب  مقدار باقی از این رو، باید. کند می
این کار با برابر . را به حداقل ممکن رسانید تابع میدان

دار در  هاي وزن مانده صفر شدن مجموع مقدار انتگرال باقی
امکان پذیر خواهد بود   مسألهدامنه و بر روي مرزهاي 

 .))4(رابطه (

)4( 푊 푅 dΩ + 푉 푅 dΓ = 0					푖 = 1,2, … ,푛 

وزن هاي  به ترتیب به عنوان تابع 푉و  푊در این رابطه 
با  .گردد محسوب می 푅و  푅مانده وزنی  براي باقی

و همچنین قرار ) الف و ب -3(و ) 2(هاي  از رابطه استفاده
  .گردد هاي زیر حاصل می ، رابطه)4(ها در رابطه   دادن آن

푊 (D(푢 ) − 푓)dΩ+ 푉 (B(푢 ) −푔)dΓ = 0 

)5(  

푊 (D(푃 훼)−푓)dΩ+ 푉 (B(푃 훼)− 푔)dΓ = 0 

)6(   

ضرایب (مجهول  푛با اي  معادله 푛یک دستگاه ) 6(رابطه 
ها باید  در این معادله .دهد را نشان می) 훼ثابت در بردار 

 .گیري انجام شود ابتدا تابع شکل تعیین و سپس انتگرال
هاي اختیاري  انتخاب تابع شکل مناسب بر پایه توزیع گره

است که ترین مسائلی  یکی از مهم  سازه ي در داخل دامنه
 .است شبکه  بدون روي روش در پیش 

به همین سبب بدون داشتن یک تابع شکل مناسب، روش 

تابع میدان . بدون شبکه داراي کارآمدي لازم نخواهد بود
بدون شبکه با بهره جویی از مقدار تابع میدان در در روش 

تعریف  1ي تحت پوشش هاي واقع شده در دامنه گره
توان تابع میدان را  می) 8(با استفاده از رابطه . گردد می

  .تقریب زدبدین صورت 

)8( 푢 (푥) = 휑 (푥)푢 = 훷 (푥) × 푈  

هایی است که در دامنه تحت  تعداد گره 푘	 در این رابطه
휑 و 푢اند،  پوشش واقع شده (푥)	  به ترتیب تابع میدان و

اُمین نقطه در داخل دامنه تحت پوشش و  푖	تابع شکل در
푈 Φ (푥)  به ترتیب بردار تغییر مکان و بردار تابع شکل
هاي تحت پوشش  اي از دامنه نمونه 1در شکل . باشند می

هاي  ده در روش بدون شبکه براي ساخت تابعمورد استفا
  .شکل نشان داده شده است

تحت  ي شود، دامنه دیده می 1که در شکل  طور همان
تواند به صورت دایره، بیضی و مستطیل انتخاب  پوشش می

به  푥براي نقطه ) ds(ي تحت پوشش  اندازه دامنه. شود
   .گردد تعریف می )9(رابطه صورت 

)9(  푑 = 훼 × 푑  

                                                        
1 Support domain 

)2( 푢 (푥) = 푝 (푥)훼 = 푃 훼 

⎩
⎪⎪
⎪
⎨

⎪⎪
⎪
⎧ 푊 (D(푃 훼)− 푓)dΩ+ 푉 (B(푃 훼) − 푔)dΓ = 0

푊 (D(푃 훼)− 푓)푑Ω+ 푉 (B(푃 훼)− 푔)dΓ = 0

∶

푊 (D(푃 훼)− 푓)dΩ+ 푉 (B(푃 훼)− 푔)dΓ = 0

 

)7(  
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  هاي تحت پوشش در روش بدون شبکه دامنه  1شکل 
  

ضریب بدون بعد براي کنترل اندازه  훼، )9(در رابطه 
در . باشد ها می فاصله بین گره 푑ي تحت پوشش و  دامنه

به صورت نامنظم  مسألهي  ها در دامنه صورتی که گره
توزیع گردند، این مقدار به صورت میانگین فاصله بین 

 .شود میدر نظر گرفته  ها گره
در  یدانتابع م یبتقر يها از فن یکینقاط  یابی روش درون

 یوروش توسط ل ینا. گردد یروش بدون شبکه محسوب م
شکل با  يها ساخت تابع يبرا) Liu and Gu, 2001(و ژئو 

 ي ها در داخل دامنه گره یارياخت یعتوزاز  ییجو بهره
در  دساده و پر کاربر يها از روش یکی. شد یشنهادپ  مسأله

-یامخ يا از چند جمله ییتابع شکل، بهره جو یجادا
 یندر ا. باشد یم يا چندجمله يها پاسکال به عنوان تابع

از مقدار تابع در  ییتابع شکل با بهره جو یبروش، تقر
در . پذیرد یتحت پوشش صورت م ي داخل دامنه يها گره

 يرا با استفاده از مقدارها u(x)نقاط، تابع  یابی روش درون
 کنند یم یابی درون 푥 مورد نظر ي در دامنه و نقطه یگره

 .))10(بطه را((

퐵در این رابطه (푥) مسألهاي تعریف شده در  تابع پایه 
푋پیرامون فضاي دکارتی  = [푥,푦, 푥] ،푛 هاي  تعداد گره

푎و  푥تحت پوشش  ي قرار گرفته در دامنه (푥 ضریب  (
퐵اي  تابع پایه (푥) یابی نقاط بر اساس  در روش درون. است

. اي دو روش ابداع گردیده است پایه  انتخاب تابع ي نحوه
 Liu and) 1اي چند جملههاي  یابی نقاط از تابع روش درون

                                                        
1 Polynomial point interpolation methods 

Gu, 2001) 2شعاعی هاي و تابع (Liu and Gu, 2001) 
 ینا ي ادامه در .کند یاستفاده م یدانتابع م یبتقر يبرا

 اي یهپا يها به عنوان تابع يا چند جمله يها روش از تابع
در رابطه  يا تابع چند جمله گذاري يبا جا. شود یاستفاده م

خواهد حاصل  بدین صورت روش ین، رابطه حاکم بر ا)10(
  )).11(رابطه ( دیگرد

)11(  푢 푥,푥 = 푃 (푥)푎 (푥 ) 

هاي  با تعداد گره 푎مجهول  در این حالت تعداد ضرایب
در  با قرار دادن مقدارهاي گرهی. باشد داخل دامنه برابر می

توان ضرایب مجهول را با استفاده از  ، میمعادلات
  .دست آورد هب) 15(تا ) 12(هاي  رابطه

، تابع شکل به )11(در رابطه ) 15(با قرار دادن رابطه 
  .آید به دست می) 16(صورت رابطه 

، ها  اي چند جمله  استفاده از تابع شکل بر پایهاز امتیازهاي 
از . توان به سادگی و دقت مناسب روش اشاره نمود می

اي از  توان هر مرتبه می ،ها سوي دیگر با افزایش تعداد گره
هاي  رغم مزیت اما علی؛ تابع شکل مورد نیاز را ایجاد کرد

ویژه ) 16(در رابطه  푃ها ماتریس فوق، در برخی حالت
یابی نقاط بر  براي رفع این مشکل، روش درون. گردد یم

  )). 17(رابطه (( شودشعاعی بهره جسته میهاي  تابع  پایه

)17( 푢 푥,푥 = 푅 (푥)푎 푥 = 푅 푎(푥 ) 

)18( 푅 (푥) = [푅 (푥)		푅 (푥) 	… 	 	푅 (푥)] 

푅	 )18(در رابطه  (푥)1 در جدول. شعاعی است  تابع پایه 
شعاعی پر کاربرد ارائه گردیده است   تابع پایهنوع از چهار 
 Liu and)و ) Onate et al., 1996(و ) Hardy, 1990(است 

Gu, 2005).  
، نیاز به محاسبه )17(با توجه به رابطه  푢(푥)براي تقریب تابع 

푢(푥هول مج مقدار ضرایب هاي  با استفاده از رابطه. باشد می (
  .مجهول را محاسبه نمودتوان ضرایب  می) 21(تا ) 19(

                                                        
2 Radial point interpolation method 

)10( 푢 푥,푥 = 퐵 (푥)푎 (푥 ) 

)12( 푈 = 푃 × 푎 
)13( 푈 = [푢 	푢 …	푢 ] 
)14( 푃 = [푝 (푥 )	푝 (푥 )	… 		푝 (푥 )	] 
)15( 푎 = 푃 × 푈  

)16( 훷 = 푃 (푥)푃  
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  هاي پایه شعاعیتابع  1جدول 
  در  مؤثرهاي متغیر

 تابع شکل
  رابطه

  نام تابع 
  شکل

훼 ≥ 0	,푞 푅 (푥,푦) = (푟 + (훼 푑 ) )   1چند ضلعی 		
훼  푅 (푥,푦) = exp(−훼 (

푟
푑

))  2گوسی 

휂 
 

  3نواري

휂 4لگاریتمی  
 

 )19( 푅 =

푅 	(푟 )		푅 (푟 ) … 		푅 	(푟 )
푅 	(푟 )		푅 (푟 ) … 		푅 	(푟 )
⋮																		⋮						⋱										⋮

푅 	(푟 )		푅 (푟 ) … 		푅 	(푟 )

 

  

)20( 
푟 = [(푥 − 푥 ) + (푦 − 푦 ) ] . 		 
	푘 = 1,2, … , 푛 

)21( a = 푅 푈  
، تابع شکل به )16(در رابطه ) 21(با قرار دادن رابطه 

 . آید صورت زیر به دست می
)22( 훷 = 푅 (푥)푅  

  
  رابطه سازي معادلات جریان سیال -3
  ي جریان آب در خاكرابطه سازي معادله - 1- 3

معادله حاکم بر جریان آب در خاك با معادله لاپلاس بیان 
سانگرد در  هاي غیر هم خاكادله لاپلاس براي مع. شود می

  :گردد می) 23(حالت جریان پایدار به صورت زیر رابطه 
)23(  퐾

휕 ℎ
휕푥 + 퐾

휕 ℎ
휕푦 = 0 

به ترتیب ضریب نفوذ پذیري در جهت  퐾و  퐾 در اینجا
 .هد آب است hباشد و  افقی و عمودي می

-براي حل معادله لاپلاس از روش بدون شبکه محلی پترو
شکل ضعیف . شود بهره جسته می) MLPG(گلرکین 

با روش باقیمانده وزنی به صورت  Iمعادله لاپلاس در گره 
  .شود زیر بیان می

)24(  푊 퐾
휕 ℎ
휕푥 + 퐾

휕 ℎ
휕푦 푑Ω = 0 

مسئله به چندین ) Ω(دامنه کلی. تابع وزن است Wاینجا 
با . شود تقسیم می گیري انتگرالدامنه کوچک براي 

بدین صورت در ) 9(استفاده از قضیه دایورژانس معادله 
                                                        
1 Muitiquadric 
2 Gaussian 
3 Thin plate spline 
4 Logarithmic 

  :آید می

  
)25(  

푊 푘 푛
휕ℎ
휕푥 + 푘 푛

휕ℎ
휕푦 푑Γ 

						− (푘
휕푊
휕푥

휕ℎ
휕푥

+ 푘
휕푊
휕푦

휕ℎ
휕푦

)푑Ω = 0 

مسئله به چندین دامنه کوچک براي ) Ω( دامنه کلی
 گیري انتگرالدامنه  Ω. شود قسمت می گیري انتگرال

با استفاده از قضیه دایورژانس معادله . است Iبراي گره 
 :دمآ  خواهددر صورت نیبد )26(

  
  
  
)26(  

∫ 푊 푘 푛 + 푘 푛 ℎ푑Γ +

					∫ 푊 푘 푛 + 푘 푛 ℎ푑Γ −

				∫ (푘 + 푘 )ℎ푑Ω =

				−∫ 푊 푘 푛 + 푘 푛 푑Γ  

تابع شکل است که در بخش قبل بیان گردید،  휑اینجا 
به ) Γ(کلی گیري  کلی مرزهاي انتگرال طور بههمچنین 

Γ(سه بخش  = Γ ∪ Γ ∪ Γ (که  گردند تقسیم می
ي که ریگ انتگرال ي مرزهاي داخلی در دامنه Γدر اینجا 

قسمتی  Γندارند،  مسألهفصل مشترکی با مرزهاي کلی 
داراي  مسألهکه با مرزهاي کلی  مسألهاز مرزهاي طبیعی 

قسمتی از مرزهاي  Γفصل مشترك هستند و در نهایت 
داراي فصل  مسألهکه با مرزهاي کلی  مسألهضروري 

  .مشترك هستند
 
  کانالي جریان سیال در سازي معادله رابطه - 2- 3

دار در حاکم بر جریان آب در کانال شیب مومنتممعادله 
راستاي جریان در اثر جریان یکنواخت وپایدار به صورت 

 .گردد یمبیان  )27(رابطه 

)27( 
휕 푢
휕푥

+
휕 푢
휕푦

= −
푔	sin	훼
휐

 

 훼شتاب جاذبه،   푔سرعت در راستاي و  مؤلفه 푢که در آن 
طرفین معادله . باشدلزجت سینماتیکی می 휐شیب کانال، 

گیري رابطه  را در تابع وزن ضرب کرده و پس از انتگرال
 .آید بدست می )28(

)28( 푊
휕 푢
휕푥 +

휕 푢
휕푦 +

푔	sin	훼
휐 푑Ω = 0 

گیري جز به  در ادامه با انتگرال. تابع وزن است 푊اینجا 
  .آید بدست می )29(جز رابطه 

)29( 푊푛
휕푢
휕푥 푑Γ + 푊푛

휕푢
휕푦 푑Γ 
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−
휕푤
휕푥

휕푢
휕푥

푑Ω 

−
휕푤
휕푦

휕푢
휕푦

푑Ω + 푊
푔	sin	훼
휐

푑Ω = 0 

مسئله به چندین دامنه کوچک براي ) Ω( دامنه کلی
 گیري انتگرالدامنه  Ω. شود گیري قسمت می انتگرال

با استفاده از قضیه دایورژانس معادله . است Iبراي گره 
  )).30(رابطه ( آید بدین صورت در می) 29(

푊 푛
휕휑
휕푥

+ 푛
휕휑
휕푦

푢푑Γ 

					+ 푊 푛
휕휑
휕푥

푛
휕휑
휕푦

푢푑Γ − (
휕푤
휕푥

휕휑
휕푥

 

					+
휕푤
휕푦

휕휑
휕푦

)푢푑Ω = − 푊 푛
휕푢
휕푥

+ 푛
휕푢
휕푦

푑Γ 

)30( 					− 푊
푔	sin	훼
휐

푑Ω	 
  .مسئله در قسمت قبل بیان گردید) Γ(تقسیم مرز کلی 

  
  رابطه سازي معادلات شکست سد - 3- 3

شکست سد به  مسألهدر  مومنتمجرم و  يمعادلات بقا
 Shobeyri and. (گردد می یانب) 32(و ) 31(صورت روابط 

Afshar, 2010(  
)31( 1

휌
퐷휌
퐷푡 + ∇푢⃑ = 0 

)32( 퐷푢⃑
퐷푡

= −
1
휌
∇푃 − 푔⃑ = 0 

بردار شتاب جاذبه،  푔⃑فشار،  푃بردار سرعت،   푢⃑ 	که در آن 
휌  دو فشار براي. باشدعملگر مشتق مادي می چگالی و 

 .دارد وجود آزاد سطح مسائل در متمایز مرزي شرایط نوع
 و دریکله شرط آزاد سطح روي اتمسفر فشار شرط اولین

 دو این .باشد می نیومن شرط دیوار سطح روي شرط دومین
  :شود می نوشته زیر صورت  به شرط

)33( 푃 = 0 
)34( 휕푃

휕푛 = 0 

 Zienkiewicz and)بر اساس رویکرد زینکویچ و کادینا 

Codina, 1995) زمانی براي ترم مشتق  سازي گسسته
 .پذیرد می انجام )35(رابطه  صورت به مادي چگالی

  
)35( 

퐷휌
퐷푡 =

휌 − 휌
Δ푡 = 

											
휌 − 휌∗ + 휌∗ −휌

Δ푡 =
Δ휌́ + Δ휌∗

Δ푡  
휌که در اینجا  و  t هاي به ترتیب چگالی در زمان 휌	و	

t+1 و همچنین휌∗  به  .باشد میچگالی در مرحله حدس
در قسمت  ترم مشتق مادي سرعتهمین ترتیب براي 

  :گردد حاصل می) 36(رابطه  سازي گسسته

)36( 
퐷푢
퐷푡 =

푢 − 푢
Δ푡 = 	

푢 − 푢∗ + 푢∗ −푢
Δ푡  

							=
Δ푢́ + Δ푢∗

Δ푡  
푢که در اینجا  و  tهاي  به ترتیب سرعت در زمان 푢	و	

t+1  و همچنین푢∗  به  .باشد میسرعت در مرحله حدس
در قسمت  ترم مشتق مادي سرعتهمین ترتیب براي 

 :آید بدست می) 38(و ) 37(روابط  سازي گسسته

)37( 1
휌
Δ휌́ + Δ휌∗

Δ푡
= −∇. (푢 − 푢∗ + 푢∗) 

)38( Δ푢́ + Δ푢∗

Δ푡
= −

1
휌
∇푃⃑ − 푔 

نیمه ضمنی حدس و تصحیح روابط روش  با استفاده از
و روابط ) 40(و ) 39(، روابط ها آنو بسط ) 38(و ) 37(
  .گردد تبدیل می) 42(و ) 41(
)39( 1

휌
Δ휌́
Δ푡 = −∇푢∗ 

)40( 1
휌
Δ휌∗

Δ푡
= −∇푢́ 

)41( Δ푢́
Δ푡

= −
1
휌
∇푃⃑ 

)42( Δ푢∗

Δ푡 = −푔 

و ) 36(و همچنین تعریف روابط ) 42(ي  بر اساس رابطه
  :آید بدست می) 37(
)43( Δ푢∗ = −푔.Δ푡 
)44( 푢∗ = 푢 + Δ푢∗ 

)45( 푟∗ = 푟 + 푢∗∆푡 
به ترتیب سرعت و موقعیت ذره در  푟و  푢که در اینجا 

تغییر سرعت در  ∗Δ푢سرعت موقت ذره و  ∗t ،푢زمان 
 .باشد مرحله حدس می

روي  هاي پیش ترین دشواري از سوي دیگر، از مهم
ی، لحاظ کردن شرایط بستر مسائلسازي چنین  مدل

در این تحقیق به منظور . باشد می مسألهخشک در حل 
و  بر هندسه جریان در هر گام جدید زمانی ها گرهتطبیق 

زبانه موج انتشار یافته بر بستر (مرز متحرك پیاده سازي 
ي مرزي نازك از جنس سیال  از روش ایجاد لایه )خشک

به عنوان بستر جهت تعیین مرز . شود می  بهره گرفته
. شود خشک یا تر از تراز عمق آستانه کمک گرفته می
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)Wang et al., 2000(  به منظور تطبیق هندسه در ادامه
در هر  با نقاط محاسباتی و ایجاد ارتباط بین آنها جریان

 ،متحركاز روش باز توزیع نقاط گوسی گام جدید زمانی 
  .شود بهره جسته می
 تصحیح مرحله که دوم مرحله درو ) 41(ي  بر اساس رابطه

 اصلاحی تغییرات محاسبه براي عبارت فشار میشود، نامیده

  :شود برده می بکار ذره سرعت در
)46( ∆푢́ =

1
휌
∇푃 ∆푡 

)47( 푢 = 푢∗ + ∆푢́ 

تغییر سرعت ذره در طی مرحله تصحیح،  푢́∆که در اینجا 
푃  فشار در زمانt+1 در ادامه با استفاده از . باشد می

از رابطه  푢́∆ي  و به منظور محاسبه) 40(و ) 39(روابط 
  :شود استفاده می) 48(
)48(  ∇ 푃 =

휌
∆푡
∇. u∗ 

 از توان می ذرات جدید سرعت محاسبه در نهایت براي

به  ذرات جدید وقعیتم .کرد استفاده) 47(و ) 46(روابط 
  :شود می محاسبه زیر صورت

)49( 푟 = 푟 +
푢 + 푢

2 ∆t 
 t+1در زمان  푟و  tموقعیت ذره در زمان  푟که 
  .باشند می

 باید مرحله هر در زمانی گام حل پایداري در ادامه براي
 استفاده کورانت شرایط تعریف از منظور بدین .شود کنترل

  ):Shao and Lo 2003(شود  می
)50( ∆t ≤ 0.1

푙
푢  

حداکثر سرعت  푢ي اولین ذره و  فاصله 푙در اینجا 
  .ذره درمحاسبات است

طرفین در نهایت براي استقاده از روش بدون شبکه محلی 
را در تابع وزن ضرب کرده و پس از ) 48(معادله 
 .آید بدست می )51(گیري رابطه  انتگرال

)51( 푊
휕 푃
휕푥

+
휕 푃
휕푦

−
휌∗

Δ푡
∇푢∗ 푑Ω = 0 

  .گردد حاصل می )52(گیري جز به جز رابطه  با انتگرال سپس
휕푤
휕푥

휕푃
휕푥

+
휕푤
휕푦

휕푃
휕푦

+ 푊
휌∗

Δ푡
∇푢∗ 푑Ω 

)52( 						− 푊푛
휕푃
휕푥 + 푊푛

휕푃
휕푦 푑Γ = 0 

مسئله به چندین دامنه کوچک ) Ω( با تقسیم دامنه کلی
  .آید بدست می) 53(رابطه  گیري انتگرالبراي 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
)53( 

휕푤
휕푥

휕푃
휕푥 +

휕푤
휕푦

휕푃
휕푦 푑Ω 

					− 푊푛
휕푃
휕푥 + 푊푛

휕푃
휕푦 푑Γ 

					− 푊푛
휕푃
휕푥

+푊푛
휕푃
휕푦

푑Γ 

					= 푊푛
휕푃
휕푥

+ 푊푛
휕푃
휕푦

푑Γ 

				− 푊
휌∗

Δ푡 ∇푢
∗ 푑Ω 

) 54(رابطه با تعریف تابع شکل بر اساس تابع پایه شعاعی 
 .گردد حاصل می

)54( 푃 = 푁 푃  

) 55(، رابطه )53(ي  با جایگذاري تابع شکل در رابطه
  .آید بدست می

  
  
  
  
  
  
  
  
)55( 

휕푤
휕푥

휕푁
휕푥 +

휕푤
휕푦

휕푁
휕푦 푑Ω 

					− 푊푛
휕푁
휕푥 +푊푛

휕푁
휕푦 푑Γ 

					− 푊푛
휕푁
휕푥 + 푊푛

휕푁
휕푦 푑Γ 푃 = 

					− 푊푛
휕푃
휕푥 +푊푛

휕푃
휕푦 푑Γ 

					− 푊
휌∗

Δ푡 ∇푢
∗ 푑Ω 

  
  نتایج و مشاهدات -4

نشت آب در زیر بدنه براي خاك همسان  مسألهدر رابطه 
در حالت  2شکل  -در زیر تیغه آب بند x , yدر دو جهت 

  .ی مورد بررسی قرار گرفتدائم
-محلی پترو نتایج حاصل از روش روش بدون شبکه

هاي منظم براي  متر با گره 1گلرکین براي اختلاف هد 
   .آمده است 2در جدول  حالت جریان

ي خطوط هم پتانسیل به روش بدون  دهنده نشان 3 شکل
  .باشد شبکه از زیر بدنه می
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  MLPG ها در روش مقدار هد آب در گره  2جدول 
2 2 2 2 2 1 1 1 1 1 
923/1  911/1  882/1  821/1  683/1  317/1  179/1  118/1  089/1  077/1  
858/1  838/1  796/1  719/1  593/1  407/1  281/1  204/1  162/1  142/1  
812/1  790/1  743/1  668/1  563/1  437/1  332/1  257/1  210/1  188/1  
789/1  766/1  718/1  646/1  552/1  448/1  354/1  282/1  234/1  211/1  

 

  
  نشت آب از زیر تیغه آب بند مسألهشماتیک   2شکل 

  

خطوط هم پتانسیل به روش بدون شبکه از زیر آب   3شکل 
  بند

  
که در شکل واضح است، با حرکت سیال از  طور همان

دست از هد سیال به مرور کاسته شده  بالادست به پایین
  .رسد متر می 1تا در پایین دست که به میزان 

 4شکل در دار جریان آب داخل کانال شیب مسألهسپس 
  .گیرد حالت پایدار مورد بررسی قرار میبراي 

 يروش بدون شبکه برا یجاز نتا یبه منظور صحت سنج
 یکبا ابعاد  مسألهدر   (m2s-1)1/0 درجه و لزجت 1 یبش

 یق،با روش دق یسهمنظم در مقا يها گره متر با یکمتر در 
 و همکاران،  ینیام( یزوژئومتریکمحدود و ا ياجزا

  .آمده است 3، در جدول )1394
-شبکه پتروف روش بدون کارایی توان می 3در جدول 
 به را ایزوژئومتریک محدود و اجزاي روش برابر گلرکین در

گلرکین با - شبکه پتروف روش بدون در. کرد مشاهده وضوح
 برابر مطلق خطاي متوسط درصد تابع شکل چندضلعی،

  .باشد می کمی بسیار خطاي که باشد می 19/0

  
  جریان سیال داخل کانال 4شکل 

  
 MLPGآمده از روش  به دستهاي  ي سرعت مقایسه  3جدول 

  و خطاي آن
X 

(m) 
Y 

(m) 
 دقیق

(m/sec) 
 شبکه بدون

 (m/sec) 

 %خطا

شبکه بدون
 %خطا

ایزوژئومتریک
  خطا%

  محدود ءازاج
2/0 2/0 0662/0  0651/0 629/1 629/1 350/8 
4/0 2/0 0936/0  0939/0 319/0 350/0 410/14 
5/0 2/0 0969/0  0966/0 267/0 300/0 020/22 
2/0 4/0 0991/0  0989/0 162/0 180/0 560/13 
4/0 4/0 1445/0  1445/0 009/0 010/0 940/20 
5/0 4/0 1500/0  1498/0 120/0 130/0 310/27 
2/0 6/0 1157/0  1156/0 098/0 110/0 150/17 
4/0 6/0 1711/0  1711/0 029/0 030/0 790/24 
5/0 6/0 1779/0  1779/0 027/0 030/0 560/30 
2/0 8/0 1235/0  1236/0 092/0 100/0 860/19 
4/0 8/0 1836/0  1836/0 017/0 020/0 160/27 
5/0 8/0 1911/0  1911/0 009/0 010/0 270/32 
2/0 0/1 1258/0  1258/0 027/0 030/0 590/20 
4/0 0/1 1873/0  1873/0 019/0 020/0 620/31 
5/0 0/1 1950/0  1950/0 021/0 020/0 070/34 
 

 خطاي متوسط درصد ایزوژئومتریکروش  در که یدرحال
 تعداد همان با محدود روش اجزاي در و 21/0 برابر مطلق

 که شده 98/22برابر  مطلق خطاي متوسط درصد معادلات
 مناسب خطاي به رسیدن براي. باشد می زیاد بسیار خطاي

 تعداد افزایش باعث که کرد بیشتر را گرهی نقاط تعداد باید
 افزایش همچنین و حل زمان افزایشنتیجه  در و معادلات

 .شود می اطلاعات ي ذخیره براي نیاز مورد ي حافظه
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هاي سرعت جریان در روش دهنده کانتورنشان 5شکل 
  .باشدبدون شبکه در کانال جریان می

علت شرایط مرزي  بینی بود به که قابل پیش طور همان
رسد و  ها به صفر می سرعت در کف کانال و کنار جداره

بیشترین سرعت در سطح کانال در قسمت میانی رخ 
  .دهد می
عدم وابستگی نتایج به تعداد نقاط بررسی  منظور به

بر ها  تعداد گره ریتأثها و  ي فرضی گره در شبکه محاسباتی
 16، 9با  مسألهدي، نتایج حاصله از حل دقت این روش عد

گلرکین با تابع پایه -شبکه پترو بدونگره با روش  36و 
نتایج حاصله  .مورد بررسی قرار گرفت شعاعی چندضلعی

  .نشان داده شده است 4 در جدول
ها و  ي فرضی گره ي شبکه توان مطالعه می 4در جدول 

 مشاهده را در روش بدون شبکه مسألهروند افزایش دقت 

گلرکین با تابع پایه تابع -شبکه پترو روش بدون در. کرد
مطلق براي  خطاي متوسط درصد شعاعی چندضلعی،

و  38/1،  54/6گره به ترتیب برابر  36و  16، 9با  مسأله
 ها دهد با افزایش تعداد گره که نشان می باشد می 19/0

از خطاي . دهد افزایش دقت و البته کاهش سرعت رخ می
عدم وابستگی نتایج در این جدول،  /19 قابل قبول کاملا

به بعد  محاسباتی هنقط 36ها از تعداد  گرهتعداد افزایش به 
 .مشهود است

 

  کانتورهاي سرعت در روش بدون شبکه  5شکل 

  و خطاي آن MLPGها در روش  تعداد گره ریتأث  4جدول 

X 
(m) 

Y 
(m)

شبکه بدون
گرهی9  

(m/sec) 

 شبکه بدون
گرهی16  

 (m/sec) 

 %خطا

گرهی9  
  خطا%
گرهی16

  خطا%
  گرهی36

2/0 2/0 0483/0 0623/0 015/27 943/5 629/1 
4/0 2/0 0768/0 0901/0 990/17 778/3 319/0 
5/0 2/0 0838/0 0944/0 480/13 561/2 267/0 
2/0 4/0 0895/0 0968/0 670/9 321/2 162/0 
4/0 4/0 1354/0 1427/0 311/6 262/1 009/0 
5/0 4/0 1438/0 1484/0 147/4 078/1 120/0 
2/0 6/0 1117/0 1149/0 465/3 693/0 098/0 
4/0 6/0 1661/0 1701/0 939/2 588/0 029/0 
5/0 6/0 1727/0 1771/0 942/2 441/0 027/0 
2/0 8/0 1204/0 1230/0 470/2 371/0 092/0 
4/0 8/0 1795/0 1828/0 230/2 446/0 017/0 
5/0 8/0 1873/0 1903/0 985/1 397/0 009/0 
2/0 0/1 1240/0 1255/0 463/1 263/0 027/0 
4/0 0/1 1856/0 1869/0 920/0 221/0 019/0 
5/0 0/1 1931/0 1946/0 960/0 192/0 021/0 

 
شکست سد مورد  مسألهجریان آب در  مسألهو در نهایت، 

شکل  در سد شکست مسألههندسه . گیرد بررسی قرار می
 .(Nithiarasu, 2005) است شده داده نشان 6

 متر در 1/0 را آن عرض و متر 2/0 را آب ستون اولیه ارتفاع
 يساز مدلنتایج  بررسی به بخش این در. شود گرفته می نظر

روش بدون  از استفاده با سد شکست مسألهجریان آب در 
گلرکین بر پایه تابع شعاعی پرداخته - محلی پترو شبکه

 یزوژئومتریکروش ا یجآن با نتا یسهسپس مقا و شود می
(Amini et al., 2016)  و بدون شبکه حداقل مربعات

(Shobeyri & Afshar, 2010) ینبد. پذیرد یصورت م 
روش بدون  یجآمده از نتا به دستمنظور سطح آزاد آب 

 يها در زمان يا چند جمله یتابع شعاع یهشبکه با تابع پا
منظم  يها با گره 6ابعاد شکل  با مسألهدر  یهثان 15/0و  1/0

، در یزوژئومتریکبا روش حداقل مربعات و ا یسهدر مقا
  .آمده است 8و  7 هاي شکل

ي پروفیل سطح آزاد بین دو روش ایزوژئومتریک  از مقایسه
توان متوجه شد  ی میراحت بهو حداقل مربعات بدون شبکه 

شعاعی  گلرکین بر پایه تابع-محلی پترو روش بدون شبکه
ها، سطح آزاد را با  به علت دقت بالا در ایجاد ارتباط با گره

   .دهد دقت بسیار بالاتري نمایش می
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  هندسه مسأله شکست سد  6شکل 

  

  
هاي  ي پروفیل سطح آزاد بین روش مقایسه  7شکل 

  ثانیه 1/0ایزوژئومتریک، حداقل مربعات و بدون شبکه در زمان 
 

  
هاي  ي پروفیل سطح آزاد بین روش مقایسه  8شکل 

 15/0ایزوژئومتریک، حداقل مربعات و بدون شبکه در زمان 
  ثانیه 

  
روش بدون  به همماهیت نزدیک  به علتاز سوي دیگر 

گلرکین با روش بدون شبکه حداقل - شبکه محلی پترو
واضح است که نتایج از همخوانی مناسبی  مربعات کاملاً

  .برخوردار باشند
  
  يریگ جهینت -5
جریان داخل  يساز مدل هدف و فوق تحلیل به توجه با

 -محلی پترو بدون شبکه روش که شود نتیجه می کانال،
 شرایط مسائل با يساز مدل در که است ابزاري لرکینگ

 در نقاط تولید با تنها زیرا است، سازگار کاملاً متغیر مرزي
 از نگرانی بدون جدید مرزي شرایط با تحلیل مرحله هر

 يساز مدل ،ها آن بین پیوستگی رعایت و ها گره ارتباط بین
 است آشکار کاملاً .شود می انجام ممکن زمان کمترین در
پیچیده  اجزاءمحدود روش در مسائلی چنین يساز مدل که

 يبند شبکه مرزي شرایط در تغییر نیتر کوچک با زیرا بوده
 از. شود یم تبدیل پیچیده و بر زمان مرحله یک به مسأله
 ایجاد )منحنی( رمسلحیغ مرزهاي با مسائل در دیگر طرف
 فرضیات با متناسب ظاهر و شکل نظر از که ییها المان
 روش در که حالی در بوده پیچیده باشد اجزاءمحدود روش

 طور به .باشد می رفع قابل یآسان بهمشکل  این پیشنهادي
 طرح یک گلرکین-محلی پترو بدون شبکه روش کلی

 .است متغیر هندسی شرایط مسائل حل در هوشمند
 

 میعلافهرست  -6
푎  اي ضریب تابع پایه (푥 ) 

اي تعریف شده در مسأله پیرامون فضاي  تابع پایه
푋دکارتی  = [푥,푦, 푥]  

퐵 (푥) 

D  عملگر دیفرانسیلی و   B 
퐷  عملگر مشتق مادي

퐷푡
 

푑  ها فاصله بین گره  
f  نیرویی  تابع و   g 

 ms-2(  g(شتاب جاذبه 
هایی است که در دامنه تحت پوشش واقع  تعداد گره

  .اند شده
푘 

푙  (m)ي اولین ذره  فاصله  
 n  اي تعداد عضوهاي چندجمله
 푃  اي بردار عضوهاي چندجمله

 kgm-1s-2(  푃(فشار 
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푅  در داخل دامنه  مسأله ي مانده باقی  
푅  بر روي مرزها  مسأله ي مانده باقی  

푅	  شعاعی  تابع پایه (푥) 
푈  بردار تغییر مکان   

푅  푉مانده وزنی براي  وزن براي باقیهاي  تابع  
푅  푊مانده وزنی براي  وزن براي باقیهاي  تابع  

 훼  اي ضرایب چندجمله
훼  ي تحت پوشش ضریب بدون بعد براي کنترل اندازه دامنه  

푢  میدان تقریبیتابع  (푥) 
푢  اُمین نقطه در داخل دامنه تحت پوش 푖	تابع میدان در   
휑  امُین نقطه در داخل دامنه تحت پوش 푖	تابع شکل در  (푥) 

훷  بردار تابع شکل (푥) 
 푋 )ms-1(  푢هاي سرعت در راستاي مؤلفه

 ∗ms-1(  푢(سرعت در مرحله حدس 
 ∗kgm-3(  휌(چگالی در مرحله حدس 

 ∗kgm-3(  Δ휌(چگالی در مرحله حدس  تغییرات
 kgm-3(  Δ휌́(تغییرات چگالی در مرحله تصحیح 

 ∗ms-1(  Δ푢(در مرحله حدس  سرعت تغییرات
 ms-1(  Δ푢́(در مرحله تصحیح  سرعتتغییرات 

ms-1(  푢(حداکثر سرعت ذره درمحاسبات   
 kgm-3(  휌(چگالی 

 m2s-1(  휐( لزجت سینماتیکی
 

  ع نابم -7
). 1393. (ن ،مقدم باصفت یفظر و ،.ر ،مقصودي ،.ر ،ینیام

شکست سد با  يساز در مدل یزوژئومتریکاستفاده از روش ا
- 45 .ص ص ،)3(4 ،ها و شاره ها سازه یکمکان. يلاگرانژ یدگاهد

55 . 

. س ،یتوکل و ،.ن ،مقدم باصفت یفظر ،.ر ،يمقصود ،.ر ،ینیام
 یلدر کانال با استفاده از تحل یانجر سازي مدل). 1394. (م
 . 26-15. ص ص ،)4(5 ،ها و شاره ها سازه یکمکان. یزوژئومتریکا

استفاده از ). 1396. (ع ،یلیقاسم خ يشجر و ،.ف ،قدم ثابت
مستغرق جامد به  يمعکوس در اعمال مرزها یلروش مسا

. لزج یرتراکم ناپذ یالس یانتابع جر-ییتاوا یونفرمولاس
 . 404-397 .ص ص ،)10(17 ،مدرس یکمکان یمهندس

). 1393. (ا ،یخان ینق و ،.م ،ينوروز ،.م. م ،مردان شاه
 یککانال با  یانازم یرنیوتنیغ یالس یانجر يعدد سازي یهشب

 . 40-35 .ص ص ،)6(14 ،مدرس یکمکان یمهندس. حفره

). 1393. (ج. س ،روزگار و ،.ح. ا ،سرشت یکن ،.ه ،صباحی
از  یانعبور جر سازي یهشب يمانع ساده برا یروين یکاستفاده از 

 یدرودینامیکبه کمک روش ه یپوالاستیکها یچهدر یک یرز
 . 14-1 .ص ص ،)3(9 ،یدرولیکه یهنشر. ذرات هموار

استفاده از ). 1393. (م ،یذونعمت کرمان و ،.ا ،يطرز غیاثی
در حل معادلات حاکم  یعیبدون شبکه المان طب يروش عدد

 . 14- 1 .ص ص ،)4(9 ،یدرولیکه یهنشر. با سطح آزاد یالبر س

 ،سرشت یکن و ،.م. س ،یشمها ،.ن ،یدختیطالب ب ،.ز ،پور قدم
در  ISPHبه روش  یانجر يعدد يساز مدل). 1392. (ح. ا

و عملکرد همزمان  یزسرر ياز رو یانمسائل شکست سد، جر
 . 47-29. ص ص ،)1(7 ،یدرولیکه یهنشر. یزو سرر یچهدر

 یده وزن). 1392. (ا ،يجبار و ،.م ،لشکربلوك ،.س ،کریمی
در روش بدون شبکه حداقل مربعات گسسته  يدوبعد یقیتطب

 . 76-63 .ص ص ،)2(7 ،یدرولیکه یهنشر. همپوش

 يساز مدل). 1396. (م ،ملازاده و ،.ا ،اکبرپور ،.ع ،محتشمی
 در آبخوان آزاد در حالت ماندگار به روش یرزمینیآب ز یانجر

 ،مدرس یکمکان یمهندس. ینگالرک-پتروو یبدون شبکه محل
 . 403-393 .ص ص ،)2(17

 یانجر يساز مدل). 1395. (م ،یهحصاروئ ینیقائ و ،.آ ،محمدي
و  یلیبه دو روش بدون شبکه المان تحل یشابورآبخوان دشت ن

 . 58-47 .ص ص ،)3(11 ،یدرولیکه یهنشر. يا نقطه ییآ هم
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