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  . ها از اهمیت بسیاري برخوردار استریاضی در زمینه انتقال آلودگی در رودخانه هايکاربرد مدل -چکیده
در این  .است ضروريهاي حل عددي سنجی روش منظور صحتبه هاي تحلیلی در این زمینهکارگیري حلبه

سرعت و ضریب ( ضرایبدر حالت یک بعدي با (ADRE)  1انتقال آلودگی حل تحلیلی معادلهمقاله راه
-تعیین می2با استفاده از روش تابع گرین اينقطه آلایندهمنابع ازاي الگوهاي زمانی دلخواه  ثابت و به) پراکندگی

نهایی مذکور، منوط  حل راهبیان صریح . دشنیمه محدود تعیین  در دامنه ADRE کلی معادله حل راه ابتدا .دشو
نام عملگر الحاقی استفاده از ابزاري به  تعیین تابع گرینبراي  .اصلی است مسألهبا به داشتن تابع گرین مرتبط 

 حل راهمقدار مرزي اصلی،  مسألهدست آمده براي حل بهبا قرار دادن تابع گرین در فرم کلی راه نهایتاً .شودمی
 Vanاز طریق مقایسه نتایج حاصل از آن با نتایج حل تحلیلیپیشنهادي  ارزیابی رابطه. تعیین شد ADRE معادله

Genachten and Alves (1982) ورودي با الگوي زمانی بارگذاري  رایط یکسان جریان و براي آلایندهازاي ش به
منظور تعمیم چنین بههم. بودنددیگر منطبق بر یک کاملاً حل راهدست آمده با هر دو نتایج به. اي انجام شدپله

آلاینده با الگوي زمانی نامنظم نیز با روش  تخلیهحاصل از بارگذاري دو منبع غلظت  نتایج به حالت واقعی،
GFM افزار از نرم نتایج آن با نتایج حاصل به دلیل عدم وجود حل تحلیلی در این موارد، تعیین شده و MIKE11 

با پیشنهادي تحلیلی  حل راهنتایج هاي آماري حاکی از انطباق و تحلیل شاخص نمودارهاي نهایی. دشمقایسه 
براي بیش از  معادلهاین حل تحلیلی صورت کلی  تعیین ذکر است، لازم به .باشدمی MIKE11ز نتایج حاصل ا

-به این مقاله مهم دستاوردهاياز دلخواه بارگذاري،  اي فعال با الگوهاي زمانی نامنظم ونقطهیک منبع آلاینده 

 .رودشمار می

  
  .ADRE ،MIKE11 معادلهاي، آلاینده نقطهمنابع  ،روش تابع گرین نامنظم، زمانی الگوي :واژگانکلید

                                                
1. Advection-Dispersion-Reaction Equation  
2. Green’s Function Method (GFM) 
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  مقدمه -1
 مسائل و ینترها از مهمآلودگی در رودخانه انتشار

حاکم بر  معادله. است یستزیطمشکلات موجود در مح
ها و هاي آبی اعم از رودخانهمحیطانتقال آلودگی در 

در حالات یک، دو و سه بعدي، ، جریانات زیرسطحی
. است) واکنش-پراکندگی-جاییجابه معادله(انتقال  معادله

ترین معادلات دیفرانسیل جزئی این معادله یکی از مهم
 یکقانون اول ف و یوستگیمعادله پ یباز ترک بوده که

 و هاي وسیعی در علوم آبدست آمده و داراي کاربرد به
حل بنابراین راه. است سیعلوم مهند و جو، انتقال حرارت

 نحوهتواند در جهت توضیح تحلیلی و یا عددي آن می
کننده و رفتار آن در یک محیط باز توزیع غلظت ماده آلوده

 .واقع شود مؤثرمانند هوا، رودخانه و محیط متخلخل 
توزیع زمانی و مکانی غلظت مواد  نحوهبینی منظور پیش به

معادلات دیفرانسیل جریان و ها بایستی آلاینده در رودخانه
حل این معادلات تحت شرایطی که . انتقال حل شوند

صورت به ،فرضیات ساده کننده در معادلات اعمال شود
دلیل پیچیدگی رفتار اما به. پذیر خواهد بودتحلیلی امکان

واقعی یک سیستم در طبیعت و ورود پارامترهاي بسیار 
حل رائه یک راهدخیل هستند، ا مسألهزیادي که در حل 

بینی پیش منظور به .تحلیلی بسیار پیچیده و دشوار است
حرکت ابر آلودگی، پایش و مدیریت کیفیت آب با وجود 

تعیین  هاي هیدرولوژیکی،هاي سیستمپیچیدگی
-روش سنجیصحتبر مکانیزم انتقال و  مؤثرپارامترهاي 

هاي تحلیلی حلهاي عددي، تا حد امکان استفاده از راه
  . (Batu, 2005) شودرجیح داده میت

ها بر اساس مفاهیم ریاضی و فیزیکی استخراج حلاین راه
هاي عددي مانند شده و فارغ از خطاهاي موجود در روش

-و قطع سري 1عددي انتشارخطاهاي ناشی از ایجاد مقدار 

افتد، سازي اتفاق میها که اغلب در شبیهسري
کلی این معادله  شکل.  (Park and Zhan, 2001)باشد می

                                                
1. Numerical Dispersion 

 در حالت انتقال یک بعدي آلاینده که در معرض سه پدیده
رابطه جایی، پراکندگی و واکنش قرار دارد به صورت جابه

  : (Chapra, 1997)است )1(

( , )
x

             

c c cV D kc x t
t x x

 )1( 

دست اي در پایینفاصله نقطه x، (s)زمان t ،)1(در رابطه 
سرعت میانگین در  V،  (m)رودخانه از محل ورود آلاینده
ضریب  D، (m/s)طولی  مقطع رودخانه در جهت

،(s-1) ثابت نرخ واکنش k، (m2/s) پراکندگی طولی
( , )c c x t  که بصورت تابعی از زمان و مکان (غلظت

)و ) تعریف می شود , ) x t 3یا چاهک 2چشمهاز عبارت 
)تحت شرایطی که  است , ) x t  یا منبع آلاینده (چشمه

به غلظت ماده آلاینده در محیط خواهد  ،باشد) خارجی
در . شودلذا علامت آن مثبت درنظر گرفته می ،افزود

)مواردي که  , ) x t  چاهک باشد، از غلظت ماده آلاینده
نظر  لذا علامت آن منفی در ،در محیط خواهد کاست

  .شودگرفته می
در حالت یک و دو بعدي ) 1( معادلهمنظور تعیین پاسخ به

هاي تبدیل انتگرالی، هاي متفاوتی از جمله روشروش
روش تابع ویژه و جداسازي متغیرها توسط محققین اتخاذ 

ها براي شرایط مرزي ساده و آن تربیشده است که ش
اي با تر تنها براي یک منبع آلاینده نقطهدرموارد پیچیده

الگوي زمانی ثابت،  مانندالگوهاي زمانی بسیار ساده 
هاي حلذکر است که راهلازم به .باشداي و نمایی می پله

بوده و تر در محیط متخلخل تحلیلی ارائه شده بیش
  .استها محدود رودخانهعات مرتبط با مطال

 4هاي جداسازي متغیرهاانتقال با روش معادلهحل تحلیلی 
تند هاي حل هسترین روشاز قدیمی 5نی ریاضیو جانشی

                                                
2. Source 
3. Sink 
4. Separation Of Variables Method 
5. Mathematical Substitutions Method 
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 Mikhilov and Ozisikاز جمله  ناکه توسط محقق

(1984) ،Marshall and Holmes (1979) و هم-

مورد استفاده قرار  Ogata and Banks (1961)چنین
  .اندگرفته

 ،هاي انتگرالیانتقال با تبدیل معادلهدر زمینه حل تحلیلی 
 Van Genachten and Alves اتتوان به تحقیقمی

(1982) ،Feike et al. (1993)  وMassabo et al. (2011) 
 ،و فوریه با استفاده از تبدیل لاپلاساشاره کرد که در آن 

و قال در حالت تعادلی انت معادله حلراهبه تعیین 
در حالت یک بعدي در محیط متخلخل براي  1غیرتعادلی

شرایط مرزي نوع اول و سوم در ورودي با الگوي زمانی 
 صورت یکنواختاي و نمایی و شرط اولیه بهپیوسته، پله

 معادلههاي حل تحلیلی شیکی دیگر از رو .پرداختند
این  .باشدمی GITT2تبدیل انتگرالی کلی،  روشانتقال، 

 ,Cotta)استوار است 3روش بر پایه روش توابع ویژه

 Chen and Liu توان به تحقیقدر این زمینه می.(1994

انتقال  معادلهحل تحلیلی اشاره کرد که در آن راه (2011)
ي محدود با شرط مرزي نوع دامنهو در محیط متخلخل 

سوم با الگوي زمانی دلخواه در ورودي و شرط مرزي نوع 
در خروجی با استفاده ) 4تغییرات مکانی صفر غلظت(دوم 
 که توسطدر پژوهش دیگري  .تعیین شد GITTاز 

Guerrero et al.(2009) معادله صریح حلراهنجام شد، ا 
هاي از ترکیب روشثابت با استفاده  ضرایبانتقال با 

 شکلو ) تغییر متغیر(نی ریاضی هاي جانشیتبدیل
در زمینه  .بیان شدتبدیل انتگرالی کلی،  روشکلاسیک 

انتقال با استفاده از روش تابع گرین تحقیقات  معادلهحل 
که در محیط متخلخل انجام شده اندکی موجود است 

 Feike and VanGenachtenو  Feike et al. (2000) .است

ي آب انتقال املاح در سفره نحوهبراي بررسی  (2000)

                                                
1. Non-Equilibrium 
2. Generalized Integral Transform Technique 
3. Eigen Functions 
4. Zero Gradient 

 ،با مقدار ثابتاي نبع آلاینده نقطهیک م با وجود زیرزمینی
حل تحلیلی منظور استخراج راهاز روش تابع گرین به

. کردنداستفاده  در حالت تعادلی وغیرتعادلی انتقال معادله
 معادلهحل تحلیلی راه Park and Zhan (2001)چنین هم

 آب زیرزمینی با ضخامت محدود ةانتقال براي یک سفر
را با استفاده از اي نقطه آلایندهبا فرض صفر بودن منبع و

  .کردندروش تابع گرین تعیین 
ازاي شرط مرزي نوع به) 1( معادلهحل در این تحقیق راه

اول با الگوي زمانی دلخواه و شرط اولیه با الگوي مکانی 
اي نقطه آلایندهبع ه و نیز براي شرایطی که چندین مندلخوا

زمانی نامنظم و دلخواه در طول مسیر وجود با الگوهاي 
. دست خواهد آمددارند، با استفاده از روش تابع گرین به

هاي تحلیلی که حلذکر این نکته ضروري است که راه
براي  براي شرایط مرزي ساده و عموماً شدهتاکنون ارائه 

  .روندکار میاي بهیک منبع نقطه
  

  ها مبانی و روش -2
حل منظور تعیین راهبزار قدرتمند بهیک اروش تابع گرین 

 با استفاده از این. استمعادلات دیفرانسیل جزئی ناهمگن 
 را توان شرایط مرزي و اولیه متفاوت و پیچیدهروش می

با دقت  ،محیط پیچیده است ۀهندس که موارديدر  حتی
چنین از مزایاي مهم این هم. کرداعمال  مسألهخوبی در 

توان آن است که می ADRE معادلهروش در حل 
هاي را در مکان اينقطه آلایندهبع االگوهاي متفاوتی از من

متفاوتی در طول دامنه مورد مطالعه در نظر گرفته و توزیع 
کرد مکانی و زمانی آن در محدوده مورد مطالعه را بررسی 

(Beck et al., 1992) . 
 
  استخراج تابع گرین -2-1

ثابت، براي  ضرایببعدي با  در حالت یک ADRE معادله
0tمعلوم در  دامنه نیمه محدود، با شرط اولیه  شرط ،
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0xدر  1مرزي دیریشلت  و عبارت منبع ( , )x t به 
   :)Xu et al. 2007( صورت زیر است

( , ),      

0  ,  0

    

     
t x xxLc c Vc Dc kc x t

x t
 )2( 

   : , 0 IC c x f x  )3( 

   ( ) : 0, ,

( ) : 0






 x

BC Upstream c t h t

c
BC Downstream

x

 )4( 

غلظتروي تابع  مؤثرعملگر دیفرانسیلی  L ،)2( رابطهدر 
( , )c x t شودتعریف می )5(رابطه صورت بهکه  است 

  :)دنباشمی )1(سایر مشخصات نیز مشابه رابطه (
2

2

  
   
  

L V D k
t x x

 )5( 

همان پارامترهاي تعریف شده در  k و D ،V )5(در رابطه 
پاسخ یک معادله  تابع گرین اساساً .هستند )1(رابطه 

اصلی  مسألهدیفرانسیل خاص متناظر با معادله دیفرانسیل 
با شرایط مرزي همگن متناظر با شرایط مرزي ناهمگن 

معادله دیفرانسیل الحاقی و  ترتیب،که به استاصلی  مسأله
تعیین این معادله . گذاري شده استمرزي الحاقی نام شرط

همراه شرایط مرزي همگن الحاقی دیفرانسیل خاص به
متناظر داراي یک چارچوب اصولی معین است که بر 

، تابع ز تعیین عملگر دیفرانسیلی الحاقیاساس آن پس ا
(عبارت منبع  ,x t(  با تابعی به  الحاقی، معادلهدر

دیفرانسیل  معادله. دشوجایگزین می 2صورت دلتاي دیراك
تعیین . شودالحاقی نامیده می معادلهدست آمده جدید به

 مسألهمرزي شرایط مرزي الحاقی نیز به کمک شرایط 
ین ویژگی شرایط مرزي ترمهم. گیردصورت می اصلی

 معادلهکه حل  تهاست آمده همگن بودن آندسالحاقی به
 مسألهبا حل  نهایتاً. کنددیفرانسیل الحاقی را تسهیل می

همراه شرایط مرزي الحاقی به معادلهالحاقی متشکل از 
هاي مختص حل معادلات الحاقی با استفاده از روش

روش  ،هاي انتگرالیدیفرانسیل جزئی مانند تبدیل
                                                
1. Dirichiet 
2. Dirac Delta Function 

، تابع گرین حاصل خواهد و یا روش تابع ویژه 3تصویري
همان  الحاقی مسألهاز  حاصله حلراهدیگر  عبارتبه .شد

با تعیین تابع گرین  .ع گرین مورد نظر خواهد بودابت
نهایی  حل راهتوان مقدار مرزي الحاقی، می مسألهمربوط به 

-انتگرالی به معادلهمعادله دیفرانسیل را به صورت یک 

-توجه داشت که روش تابع گرین به دبای. ددست آور

مانند  تحلیلی هاي حلسایر روشصورت مرتبط با 
کار منظور حل معادلات دیفرانسیل بههاي انتگرالی بهتبدیل

رود کار میحل معادلاتی به این روش تنها براي. رودمی
ها اصل برهم نهی را ارضا که عملگر دیفرانسیلی آن

  . (Beck et al. 1992, Greenberg 1971)کند
مورد استفاده در این تحقیق از نوع منابع  آلایندهمنابع 
در حالت کلی . شونداي در نظر گرفته مینقطه آلاینده

توان به صورت عبارت منبع آلاینده را در معادلات می
( , )x t ها را در نظر گرفت که توزیع زمانی و مکانی آن

 اي منبعی است کهنقطه آلایندهمنبع . دهدنشان می
در ) گیردمساحتی که تخلیه از آن صورت می(مساحت آن 

د، شومقایسه با مساحت محیطی که منبع در آن تخلیه می
صورت یک طوري که بتوان آن را بهبه ؛بسیار ناچیز باشد

اگر منابع آلاینده .  (Chapra, 1997)نقطه در نظر گرفت
توان اي باشد، مینقطه آلایندهمنبع  sn مورد نظر شامل

نشان  )6( رابطه شکل صورت ریاضی بهها را بهآن
  : (Fischer, 1979)داد

1
( , ) ( ) ( ) 



 
sn

i i
i

x t w t x x  )6( 

)) 6( معادلهدر  )iw t  تابع تخلیه یا (برابر با تابع شدت
برابر با  ixام، iايمنبع آلاینده نقطه) الگوي زمانی

برابر نیز  ()ام و iايمنبع آلاینده نقطهمکانی مختصات 
  . استتابع دلتاي دیراك 

دن مراحل استخراج علت طولانی بوذکر است که بهلازم به
به تفصیل ارائه  حل راهمراحل استخراج  حل تحلیلی، همه

                                                
3. Image Method 
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با  .(Beck et al. 1992, Greenberg 1971) نشده است
حل کلی شود که راهز تئوري گرین ثابت میا استفاده
 در بالادست )دیرشلت(نوع اول شرط مرزي  با )2( معادله

صورت به )3( معادله شکلو شرط اولیه به ) )4( معادله(
  :  (Polyanin, 2002)دباشزیر می

که  بوده اصلی مسألهتابع گرین متناظر با  G )7( رابطهدر 
) صورتاصلی نمایش آن به شکل , ; , ) G x t به . است

انتقال  معادلهلحاظ فیزیکی مفهوم تابع گرین مرتبط با 
و در  عبارت است از توزیع غلظت ایجاد شده در مکان 

که به علت اعمال مقدار غلظت وارد شده با  زمان 
بصورت تابع دلتاي (شدت واحد با الگوي زمانی پالسی 

 ,Xu et al.2007)باشدمی t و زمان xدر مکان ) دیراك

Haberman 1987, Greenberg 1971).  معادلهبا توجه به 
عبارت منبع،  تأثیرگر اولین عبارت سمت راست بیان، )7(

گر شرط اولیه و سومین عبارت بیان تأثیردومین عبارت، 
  . استشرط مرزي در توزیع زمانی و مکانی غلظت  تأثیر

شکل توان به را می G الحاقی براي تابع مسألهمتعاقبا 
  :)Xu et al. 2007( نوشت )8(رابطه 

 * , ,
 0  ,  0

     

 

       

   

LG G VG DG kG x t
 

  
)8( 

 0, 0G    )9( 

عملگر الحاقی بوده و عبارت است  L* در معادلات فوق
  :از

2
*

2L V D k
  
  

    
  

 )10( 

(.)  ،هايپارامترتابع دلتاي دیراك x  وt گر مکان و بیان
, زمان شروع بارگذاري و  گیري هاي آزاد انتگرالمتغیر

موقعیت زمانی و مکانی هر نقطه  دهندهبوده و نشان

جا مدنظر که غلظت در آن هستندحل  دلخواه از دامنه
   ذکر این نکته ضروري است که تابع گرین .است

(  , ; ,G x t  صورت تابع دلتاي اثر عبارت منبع به (
  و زمان  را در نقطه tو زمان  xدیراك واقع در مکان 

 معادلهقوانین معادلات دیفرانسیل اساس بر. دهدنشان می
ناهمگن جزئی، خطی و از مرتبه دوم  معادلهیک  )8(

 .باشدمذکور شامل دو بخش می معادلهحل . باشد می
همگن دیفرانسیل غیر معادلهبخش اول مربوط به حل 

-بی بدون در نظر گرفتن هر نوع شرایط مرزي در دامنه

-به آن جواب خصوصی گفته می نهایت بوده که اصطلاحاً

 معادلههمگن  شکلنیز مربوط به حل بخش دوم . شود
 معادله( مسألهمرزي داده شده در  با توجه به شرایط )8(
بنابراین با . که به جواب عمومی معروف است است) )9(

 صوصی وترتیب جواب خبه gو  Uکه توابع فرض این
اساس اصل جمع  بر باشند و )8( معادلهجواب عمومی 

با شرط مرزي داده شده برابر با  )8( معادلهحل آثار، راه
بر این اساس تابع گرین . خواهد بود gو  U مجموع توابع
  :برابر است با

     , ; , , ; , , ; ,G x t U x t g x t        )11( 

از تبدیل  )11( معادلهمنظور تعیین جواب خصوصی به
لذا پاسخ  ؛ (Greenberg, 1971)تفاده شدفوریه اس
  .است )12(رابطه صورت به )8( معادلهخصوصی 

 
 2

, ; ,

( )( )exp( ( ))
4 ( )4 ( )

 

  
 



     
 

   

U x t

x V tH t k t exp
D tD t

 

)12(  
 ،)12(رابطه در  H t  اي یا تابع پله 1تابع هویساید

نیز با استفاده از  )8( معادلهپاسخ عمومی . واحد نام دارد

                                                
این تابع به نام الیور هویساید نام گذاري شده و طبق تعریف  - ١

  :ازعبارت است 
0,

( )
1,


   

if x a
H x a

if x a
 

     

 

0 0

0 0

, , ,

( ,0) ( ) 0, ( )

      

     







 



 

t

t

c x t G d d

G f d DG h d
 

  
  
)7( 



  ندا مشهدگرمه و همکاران   . . . حل تحلیلی معادله انتقال آلودگی به ازاي الگوي
 

18 

  : (Greenberg, 1971)روش تصویري برابر است با

 
    

 

 
 

2

exp
, ; , exp

4

exp
4

 
 

 

 



        

      
 

 

H t k t Vxg x t
DD t

x V t
D t

(13)

توان به می ،)11( رابطههایی را با توجه به لذا تابع گرین ن
  :)Polyanin, 2002( نوشت )14(صورت رابطه 

      
 

 
 

 
 

2 2

exp
, ; ,

4

4 4

 
 

 

   

 

  




                      
         

H t k t
G x t

D t

x V t x V tVxexp exp
D t D D t

)14(  
  
  ارائه حل تحلیلی -2-2

براي )) 2( معادله(اصلی  مسألهحل کلی براي تعیین راه
 رابطه(مشخص ، شرط اولیه ))4( رابطه(شرایط مرزي 

 آلایندهین منبع دازاي عبارت منبع شامل چنو به)) 3(
اي با الگوهاي بارگذاري دلخواه کافی است تابع نقطه

مربوط به منابع  معادلهو )) 14( رابطه(دست آمده گرین به
را ) 6 رابطه(هاي متفاوت اي متعدد با شدتنقطه آلاینده

در  1قرار داده و با استفاده از خاصیت انتقال) 7( معادلهدر 
) حل برايتابع دلتاي دیراك راه , )c x t دست خواهد به

بسته حل تحلیلی نهایی به ازاي شرط مرزي  شکللذا  .آمد
نوع اول در بالادست در دامنه نیمه محدود به صورت 

  .خواهد بود )15(رابطه 

 

 

1

0 0

0
( ) , ; ,( , )

( ,0) ( ) 0, ( )

  

     





 



 




sn

i i
i

Sourc

t

e Term

t

w G x x t d

G f d DG h

c t

d

x

 

  
  
)15( 

                                                
صورت زیر تعریف خاصیت انتقال در تابع دلتاي دیراك به - 1

   :شود می

( ) ( ) ( )




  f x x a dx f a  

  حل پیشنهاديسنجی راه صحت -2-3
-، بایستی راهADRE معادلهحل تحلیلی پس از تعیین راه

ذکر لازم به. گیرددست آمده مورد ارزیابی قرار حل به
ن تنها اهاي تحلیلی ارائه شده توسط محققحلاست که راه

ورودي از  آلایندهبراي چند الگوي زمانی ساده مربوط به 
اي، پیوسته شرط مرزي، اعم از الگوي زمانی بارگذاري پله

-ازاي الگولذا حل تحلیلی به. و نمایی استخراج شده است

اي ورودي از شرط نقطه هاي زمانی نامنظم منبع آلاینده
اي فعال در طول مسیر کانال، مرزي و یا منابع نقطه

مطابق  .در مجاري روباز و نهرها وجود ندارد خصوصاً
از  هاي تحلیلی عموماًحل ارزیابیمنظور روال معمول به

حل لذا ممیزي راه .دشوهاي فرضی استفاده می مثال
  شده توسطحل تحلیلی ارائه با راهتحلیلی پیشنهادي 

Van Genachten and Alves (1982) ، منبع یک به ازاي
اي ورودي از شرط مرزي با الگوي زمانی نقطه آلاینده

منظور به .گیرداي براي شرایط مذکور صورت میپله
حل تحلیلی پیشنهادي، به علت نبودن ارزیابی دقت راه

نتایج  ،هاي زمانی نامنظم بارگذاريحل تحلیلی براي الگو
با نتایج حاصله از  حل تحلیلی مذکورراه اصله ازح

اي فعال در نقطه آلایندهازاي دو منبع به MIKE11افزار  نرم
کیلومتري  10کیلومتري از ابتداي یک کانال  6و  3فواصل 

  .شد مقایسه با الگوهاي بارگذاري نامنظم
 
  نتایج و بحث -3
براي دو سازي شبیه ،دست آمدهحل بهراهارزیابی منظور به

اي نقطه آلایندهدر نظر گرفتن منبع  مثال فرضی یکی با
و با فرض  الگوي بارگذاري ساده مرزي با ۀفعال در نقط

)اي نقطه آلایندهصفر بودن منبع  ( , )x t و دیگري  (
فرض صفر بودن غلظت ناشی از شرط مرزي و شرط با

فعال با الگوي  آلایندهدر نظر گرفتن دو منبع اولیه و با 
  . انجام شدزمانی بارگذاري نامنظم 
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  ايالگوي بارگذاري پله: مثال اول -3-1
ورودي از مرز، به  آلایندهدر مثال اول الگوي بارگذاري 

-ست آمده با راهبه دحل اي فرض شده و راهصورت پله

مقایسه  Van Genachten and Alves (1982)حل تحلیلی 
مربوط به نمایش این نوع بارگذاري را با رابطه کلی  .شد

صورت زیر توان بهتوجه به تعریف تابع هویساید می
  :نمایش داد

0 1 2
0 1 2

,
(0, ) ( ) [ ( ) ( )]

0,
c t t t

c t h t c H t t H t t
Others
 

      


)16(  
آلاینده تخلیه شده در جدول  هاي جریان ومقادیر پارامتر

  :مشخص شده است 1
 نیز به c1و  c0سازي و  کل مدت زمان شبیه Tکه در آن 

اي و غلظت مقادیر غلظت مربوط به الگوي پلهترتیب 
حل تحلیلی لازم به ذکر است که راه. است t=0اولیه در 

Van Genachten and Alves (1982)  براي بارگذاري
  :صورت زیر خواهد بودبه )1شکل ( اي پله

1: ( ,0)IC c x c  )17( 

0 0

0

0
( ) : ,

0

( ) : ( , ) 0

 
 


 



c t t
BC Upstream

t t
cBC Downstream t
x

 

  
  
)18( 

1 0 0

1 0 0 0 0

( , ) ( , ) 0
( , )

( , ) ( , ) ( , )
  

     

c A x t c B x t t t
c x t

c A x t c B x t c B x t t t t

)19(
  

1
2

1
2

1( , ) exp( ) 1
2

2( )

1 exp
2

2( )

  
         

 
            

x VtA x t kt erfc
Dt

Vx x Vterfc
D

Dt

 

  
  
  
)20( 

1
2

1
2

1 ( )( , ) exp
2 2

2( )

1 ( )exp
2 2

2( )

 
         

  
 

            

V u x x utB x t erfc
D

Dt

V u x x uterfc
D

Dt

 

  
  
  
)21( 

0.5

2

41 kDu V
V

   
 

 )22( 

هاي هاي ارائه شده در روابط فوق همان پارامترکه پارامتر
-سازي همنتایج حاصل از شبیه .معرفی شده قبلی هستند

هاي حل تحلیلی در زمانبا هر دو راهزمان توزیع غلظت 
  .متفاوت در سه مرحله تعیین شده است

  

  
  

  ايشماتیک الگوي بارگذاري پله فرم  1شکل 
  

  اي مشخصات جریان و آلاینده ورودي با الگوي زمانی پله  1جدول 
c0(kg/m3) c1(kg/m3) T(hr) t2(s) t1(s) k(1/s) D(m2/s) V(m/s) پارامتر  

  مقدار  3/0  3/0  00001/0  1000  3600  5  5/0  5/0
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به این صورت که ابتدا پروفیل غلظت براي شرایطی که 
غلظت ورودي از مرز صفر و غلظت حاصل از شرط اولیه 

موجود در  باشد، سپس شرایطی که غلظت اولیه غیر صفر
صفر و غلظت ورودي از  )حاصل از شرط اولیه(محیط 

حالتی که غلظت حاصل از  مرز غیر صفر باشد و نهایتاً

کدام صفر نباشند، تعیین و شرط اولیه و شرط مرزي هیچ
طور که همان .نشان داده شده است 4تا  2هاي  شکلدر 

شود، نتایج حاصل از هر ملاحظه می 4تا  2هاي  در شکل
  .حل انطباق و سازگاري کاملی با یکدیگر دارندراهدو 

  

  
  c0=0اي و با فرض بارگذاري پله Van Genachten and Alves (1982)حل ا راهب GFMدست آمده توسط حل بهمقایسه راه  2 شکل

  

  
  c1=0اي و با فرض بارگذاري پله Van Genachten and Alves (1982)حل با راه GFMدست آمده توسط حل بهمقایسه راه  3شکل 

  

  
  ايبا فرض بارگذاري پله Van Genachten and Alves (1982)حل با راه GFMدست آمده توسط حل بهمقایسه راه  4شکل 
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قبل از فعال شدن منبع آلاینده غلظت مربوط به شرط اولیه 
)5/0c1= (سازي دچار در محیط در طول مدت زمان شبیه

ورودي با الگوي زمانی  آلایندهبا فعال شدن . شودافت می
اما با  ،مرزي، غلظت محیط افزایش یافته اي از نقطهپله

پخشیدگی نمودار  مدت زمان بارگذاري در اثر پدیده اتمام
 تأثیرچنین به علت هم .شودتر میتتوزیع غلظت یکنواخ

واکنش با توجه به غیرصفر بودن ثابت نرخ واکنش عامل 
(k)  افت  4تا  2هاي  شکلدر قسمت انتهایی نمودار در

عامل زمان  تأثیر نمودارهااین در  .شودغلظت مشاهده می
 تأثیرعلت در توسعه پروفیل غلظت و کاهش دامنه آن به

 ضریب پراکندگی تا رسیدن به یک حالت پایدار نیز
 ،رودعبارت دیگر هرچه زمان جلوتر میبه. مشهود است

تر پخش شده و پروفیل پروفیل غلظت در رودخانه بیش
  .کندغلظت به سمت حالت ماندگار حرکت می

  
  ضریب پراکندگی تأثیرمقایسه و بررسی  -3-2

عنوان ضریب پراکندگی به تأثیردر این بخش به مقایسه 
یکی از پارامترهاي مهم بر پروفیل غلظت حاصل با 

 Van Genachtenحل حل پیشنهادي و راهاستفاده از راه

and Alves (1982) براي این منظور . شودپرداخته می
، به 1 با مشخصات داده شده در جدول پروفیل غلظت

ازاي شرط اولیه برابر صفر و غلظت ورودي از شرط 

الگوي  کیلوگرم بر مترمکعب با 5/0با  مرزي برابر
 =3/0D، 8/0، 5، 10و  25 ي مقادیربرا و  ايبارگذاري پله

د و نتایج شتعیین  حل راهمتر مربع بر ثانیه با هر دو 
   .حاصل مقایسه شدند

مشخص است، علاوه بر تطبیق  5گونه که در شکل همان
حل ارائه شده حل پیشنهادي و راهبسیار خوب نتایج راه

در تمام  Van Genachten and Alves (1982)توسط 
گذرد از نقطه اوج غلظت پروفیل هرچه زمان میها، منحنی

به علت پدیده پراکندگی و واکنش کاسته شده و منحنی 
عبارت به. گیردتري به خود میتر شده و حالت منظمپهن

بهتر با افزایش ضریب پراکندگی دامنه موج غلظت کمتر 
نکته قابل توجه دیگر آن است که هرچه اختلاف . شودمی

تر باشد فاصله نقاط اوج پروفیل یشضریب پراکندگی ب
  .تر خواهد بودمتناظر آن ها نیز بیش

 
الگوي بارگذاري نامنظم براي دو منبع : مثال دوم -3-3

 اي فعالآلاینده نقطه

، با تعیین تابع گرین )5(انتگرالی رابطه  شکلبا توجه به 
هاي زمانی را براي الگو ADREحل معادله توان راهمی

بارگذاري حاصل از یک و یا بیش از یک منبع نامنظم 
  .دست آورداي نیز بهآلاینده نقطه

  

  
  

  ضریب پراکندگی بر پروفیل غلظت  تأثیر  5شکل 
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حل تحلیلی راه ها این حالته ذکر است که در لازم ب
حل به دست غلظت توسط راه در این مثال. داردوجود ن
-در فواصل به فعال دو منبع تخلیهبراي   GFMآمده از

 QS1 با دبی تخلیه کیلومتري از ابتداي کانال 6و  3ترتیب 
سایر  .شد محاسبه با الگوي زمانی نامنظم QS2و 

مشخصات مربوط به جریان و منابع آلاینده مطابق جدول 
  .باشدمی 2

و  S1چنین سري زمانی غلظت ورودي از منابع آلاینده هم
S2  در نظر گرفته شد 6در این مثال مطابق با شکل.  

با شرایط مشابه براي جریان و الگوي زمانی بارگذاري 
افزار  سازي با استفاده از نرم، شبیه6ملاحظه شده در شکل 

MIKE11 دست نیز انجام گرفته و الگوي زمانی غلظت به
کیلومتري از ابتداي کانال با استفاده  8و  5فواصل آمده در 

با هم  MIKE11افزار  حل تحلیلی پیشنهادي و نرمازراه
. نمایش داده شده است 8و  7هاي مقایسه شده و در شکل

 MIKE11افزار  در نرم ADREذکر است که معادله لازم به
با الگوي عددي تمام ضمنی تفاضل محدود با تقریب 

 انتشاربا هدف کاهش مقدار (ر مکان مشتق مرکزي د
   .شودحل می) عددي تولید شده

هاي کلی سري زمانی غلظت در شکل شکلعلت تفاوت 
زمانی در فعال شدن هر دو منبع ناشی از عدم هم 8و  7

ابتدا  ،با گذشت زمان 6با توجه به شکل . باشدآلاینده می
لذا . ودشکیلومتري از ابتداي کانال فعال می 3در  S1منبع 

، غلظت موجود در S2تا قبل از فعال شدن منبع آلاینده 
با فعال شدن منبع . است S1کانال تنها ناشی از منبع 

با الگوي زمانی متفاوت، افزایش غلظت در  S2آلاینده 
تواما  S2و  S1محیط رخ داده و تا زمانی که هر دو منبع 

زمان فعال باشند، غلظت موجود در کانال ناشی از تأثیر هم
هر دو منبع آلاینده فعال خواهد بود که تحت تأثیر مکانیزم 

طور همان. گیردانتقال و انتشار آلودگی در محیط قرار می
دست آمده شود نتایج بههاي فوق ملاحظه میکه در شکل

داراي انطباق بسیار خوبی با نتایج  MIKE11با استفاده از 
ین امر با ارائه ا. حل تحلیلی پیشنهادي استحاصل از راه

چون شاخص جذر میانگین هاي آماري همشاخص
، شاخص میانگین خطاي مطلق (RMSE)مربعات خطا 

(MAE)  و مجذور ضریب همبستگی(R2)  نیز به وضوح
باشد که نتایج حاصل از محاسبه این سه مشخص می

  .نشان داده شده است 3شاخص در جدول 
  

  اي آلاینده نقطهمشخصات جریان و آلاینده تخلیه شده از دو منبع   2ل جدو
Δx (m) Δt (s) T (hr)  QS2 (m3/s) QS1 (m3/s)  D (m2/s)  V (m/s) پارامتر  
  مقدار  597/0  1  5/0  35/0  48  120  100

  

  
 S2و  S1الگوي زمانی غلظت تخلیه شده توسط دو منبع تخلیه   6شکل 
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  کیلومتري ازابتداي کانال  5مقایسه الگوي زمانی غلظت در فاصله   7شکل 

  MIKE11 افزار حل تحلیلی پیشنهادي و نرمبا استفاده راه
  

  
  از ابتداي کانال  کیلومتري 8مقایسه الگوي زمانی غلظت در فاصله   8شکل 

  MIKE11 افزار حل تحلیلی پیشنهادي و نرمبا استفاده راه
  

 GFMحل تحلیلی با  و راه MIKE11افزار  هاي آماري به دست آمده به منظور مقایسه نتایج حاصل از نرم شاخص  3جدول 

(%)R2  MAE (g/l)  RMSE (g/l) شاخص  
  مقدار  7/2×4-10  03/2×5-10  98/99

  
هاي محاسبه شده غلظت بیشینهکه مقادیر  با توجه به این

ترتیب برابر به MIKE11 افزار نرمحل پیشنهادي و با راه
گرم بر لیتر است، ناچیز بودن مقادیر  130/0و  135/0

 بیشینهنسبت به این مقادیر  RMSEو  MAEهاي شاخص
حاکی از جزئی بودن اختلاف بین نتایج حاصل از هر دو 

-به R2چنین بالا بودن مقدار ضریب هم. باشدروش می

بین بستگی مطلوبی هموجود  دهندهدست آمده نیز نشان 
 افزار نرمحل تحلیلی پیشنهادي و نتایج حاصل از راه

MIKE11 باشدمی.  
در نواحی که بارگذاري  8و  7هاي شکلبا توجه به 

به شده با تر است اختلاف جزئی بین نتایج محاسنامنظم
علت . وجود دارد MIKE11ر افزاحل پیشنهادي و نرمراه

روش حل  هاي ناشی ازاین امر افزایش تجمعی خطا
باشد که با می MIKE11 افزار نرمکار رفته در عددي به

 تر شدن الگوي بارگذاري مقدار اینگذشت زمان و نامنظم
  . خطا افزایش خواهد یافت

  
  گیري نتیجه -4

انتشار غلظت ماده آلاینده در  نحوهتخمین میزان و  براي
هاي تحلیلی و لرودخانه و یا در کانال اصلی استفاده از مد



  ندا مشهدگرمه و همکاران   . . . حل تحلیلی معادله انتقال آلودگی به ازاي الگوي
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. یابدگسترش می مسألها عددي بسته به میزان پیچیدگی ی
در دامنه نیمه  ADRE معادلهدر این تحقیق حل تحلیلی 

 GFMمحدود براي شرط مرزي دیریشلت با استفاده از 
ته شد تعیین حل تحلیلی طور که گفهمان. دست آمدبه

فعال با الگوهاي  آلایندهچند منبع براي  ADRE معادله
هاي نوآوري این ترین جنبهیکی از مهم زمانی نامنظم

تواند حل تحلیلی ارائه شده میراه. رودشمار میتحقیق به
باشد، که سرعت و ضریب پراکندگی ثابت میدر مواردي 

حل به چنین این راههم. هاي عددي باشدحلجایگزین راه
هاي دلیل دقت و سرعت بالاي محاسباتی نسبت به حل

ه در اعمال شرط مرزي، العادعددي، انعطاف پذیري فوق
 با الگوهاي پیچیده، اينقطه آلایندهشرط اولیه و منابع 

عدم ایجاد مشکلات مربوط به پایداري فیزیکی و نشان 
یند اانتقال، در فریند ار فرب مؤثرهاي دادن کلیه پارامتر

ي خواهد مؤثرسازي، عملکرد مناسب و سازي و بهینهشبیه
حل حل تحلیلی پیشنهادي با راهي راهدر گام بعد. داشت

Van Genachten and Alves (1982) براي  .شد قایسهم
الگوي زمانی  سازي برايتعمیم نتایج به واقعیت، شبیه

 حل راه، با ناشی از دو منبع فعالبارگذاري نامنظم 
پیشنهادي انجام شده و به علت عدم وجود حل تحلیلی 

ا بحل پیشنهادي راهنتایج ارزیابی  هاي پیچیده،در حالت
MIKE11 دستاي آماري بههشاخص. صورت پذیرفت 

و  MIKE11حل مذکور و آمده انطباق نتایج حاصل از راه
شنهادي را در حد یحل پدقت راه توانمندي و چنینهم

 .کنندبی ارزیابی میمطلو

  
  فهرست علایم -5

)  تابع توزیع غلظت , )c x t  

 D  ضریب پراکندگی طولی

 و زمان  تابع گرین ناشی در مکان 
ناشی از منبع آلاینده اعمال شده در مکان 

x  و در زمانt 

 , ; ,G x t   

  له الحاقیأجواب عمومی مس , ; , g x t  
  هاي واحد تابع پل H t  

 k  ثابت نرخ واکنش

 L  عملگر دیفرانسیلی معادله انتقال آلودگی
 *L  الحاقی عملگر دیفرانسیلی

 t  زمان
  له الحاقیأجواب خصوصی مس , ; , U x t  

 V  سرعت میانگین
ix  ماiمختصات مکانی منبع آلاینده   

 x  مکان
)  آلاینده منبع تخلیه شدت تابع )w ti  

)  تابع عبارت منبع , ) x t  
()  تابع دلتاي دیراك  

  )گیريمتغیر انتگرال(مولفه مکانی فرضی   
  مولفه زمانی فرضی  
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