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در این مقاله با استفاده از . شود می بیان 1حرکت آب در محیط متخلخل با معادله عمومی لاپلاس - چکیده

در سدهاي  بند آبي ها دیواره بهینه موقعیت و زوایاي قرارگیري ،و روابط تحلیلی 2تئوري نگاشت همدیس
ي بدست آمده از ها مورد بررسی قرار گرفته و جواب ي خروجی و زیرفشارها حداقل ساختن گرادیان براي انحرافی

براي تحلیل جریان تراوش از زیر  .ي عددي نظیر روش اجزاء محدود مقایسه شده استها این روش با روش
یکی از  3کریستوفل-تبدیل شوارتز .گردد می ي هیدرولیکی در روش تحلیلی از توابع مختلط استفادهها سازه
کریستوفل ناحیه فیزیکی زیر سازه هیدرولیکی در -با استفاده از تبدیل شوارتز .استي نگاشت همدیس ها روش

 .گردد می نگاشت tبه روي نیم صفحه کمکی  wدر صفحه  و همچنین ناحیه جریان زیر سازه هیدرولیکی zصفحه 
توان  می بدست خواهد آمد و با استفاده از این رابطه wو  zبا استفاده از این تبدیل رابطه بین صفحه  نهایتاً

 سازه هیدرولیکی را دست پایینو تغییرات گرادیان خروجی در امتداد  زیرفشار در نقاط مختلف زیر سازه تغییرات
بالادست  ،به منظور کاهش زیرفشار بند آبدهد که بهترین موقعیت  نتایج محاسبات نشان می .بدست آورد

طول  sطول بند و  bدر آن  که 	ܾ/ݏبا افزایش مقدار نسبت به افق  آنبوده و زاویه بهینه قرارگیري  بند کف
ܾ/ݏاین زاویه براي . یابد کاهش می ،است بند آب = گرادیان  مقداربه منظور کاهش . درجه است 60معادل  1/3

در این حالت زاویه بهینه  .است دست پاییندر  بند آبموقعیت بهینه ، دست پایینهیدرولیکی خروجی در امتداد 
ݔبراي  بند آب ܾ⁄ ≤ درجه بوده و  60و  30، 10زوایاي سازه است،  دست پایینفاصله از انتهاي  x که در آن 0.6

نیز  بند کفدر بالادست و وسط  بند آببراي قرارگیري . بهینه هستنددرجه  60از  بزرگترزوایاي بعد از آن 
با  نتایجکه نشان دهنده تطابق خوب  شدهها با روش اجزاء محدود مقایسه  محاسبات انجام گرفته و تمامی حالت

   .است یکدیگر
  

  .یابیکریستوفل، بهینه - ، نگاشت همدیس، تبدیل شوارتزبند آبي ها سدهاي انحرافی، دیواره :واژگانکلید
  
  مقدمه -1

قرارگیري یک سازه  درمهم  دهپدی دوتراوش و زیرفشار 
 ر گذر جریانبدر برا بند آبسدي  عنوان بههیدرولیکی 

در پایداري نابه  تواند منجر می پدیده نخست. باشند می
که متعاقب آن باعث فرونشست سازه  شودگاه سازه  تکیه

 رگاب شدنجاد شده ناشی از پدیده بر روي مجراي ای

منجر به ناپایداري کلی  3تواند می 2دوم 1پدیده. گردد می
تواند به شکست دال کف و یا  می خود که سازه گردد

زیرفشار  حاصل از نیروي .واژگونی آن منتهی گردد
باعث  دهد و می مقاومت برشی بین سد و پی را کاهش

                                                             
1 Laplace   
2 Theory of Conformal Mapping 
3 Schwartz-Christoffel 
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ضریب اطمینان در مقابل و  شود می ایجاد تنش کششی
 از. (Reddi, 2003) و لغزش را کاهش خواهد داد واژگونی

، ه براي جلوگیري از پدیده رگاب شدنجمله اقداماتی ک
ي آبی ها کاهش گرادیان خروجی و دبی نشت از زیر سازه

ي ها در موقعیت بند آبي ها احداث دیوارهگیرد،  صورت می
ي زهکش و فیلتر در ها مناسب زیر سازه، احداث لایه

هاي نفوذناپذیر در پتوي مناسب و یا استفاده از ها موقعیت
شیخ رضازاده نیکو و همکاران، ( باشد می بالادست سدها

1391(. Polubarinova- Kochina (1962) ي ها حالت
مختلف جریان نشت از زیر بندهاي انحرافی را با شرایط 
مختلف محیط محدود و نامحدود مورد بررسی قرار داده 

مبانی نظري مقاله حاضر نیز این مرجع معیار قرار در . است
با استفاده  )1388( مجتهدي و فغفور مغربی. گرفته است

ي با مقطع منحنی ها از روش تحلیلی، نشت را از کانال
مسائل گوناگون تراوش از . اند شکل مورد بررسی قرار داده

ي تحلیل ها ي هیدرولیکی با استفاده از روشها پی سازه
 .مورد بررسی قرار گرفته است Harr (1962)ر ها  توسط

Ijam (1994) ي هیدرولیکی را همراه ها از پی سازه تراوش
در سازه هیدرولیکی  دست پایینمایل در  بند آببا دیواره 

با استفاده از روش شرایط محیط نامحدود زیرین سازه 
قابل ذکر است که  .ه استدادنگاشت مورد بررسی قرار 

 Ijamتري از مسأله  مقاله حاضر، حل تحلیلی حالت کلی
نیز حل تحلیلی جریان  Fil’chakov (1959) .باشد می

نشت را با استفاده از تئوري نگاشت همدیس براي بندهاي 
هاي نامساوي، کف بند آببا عمق محدود محیط زیرین، 

  .میانی ارائه کرده است بند آبمدفون، پتوي بالادست و 
Zheng-yi, and Wu, JTH. (2006) از پی  تراوش

ي سپري در ها دیوارههمراه با را ي هیدرولیکی ها سازه
 Veiskarami .اند دادهاي مورد تحلیل قرار  ي لایهها خاك

and Fadaie (2017)  با استفاده از یک روش نیمه تحلیلی، 
ر برابر ي دانه اي را دها ي قائم در خاكها سپريپایداري 

در این بررسی، میدان . گسیختگی عمیق بررسی کرده اند
به  ،آن حاکم است که معادله لاپلاس برجریان نشت 

صورت یک راه حل تحلیلی مستقل توسط روش نگاشت 
همدیس و میدان تنش توسط راه حل عددي به دست 

و نمودارهاي طراحی براي پایداري در برابر  هآمد

بررسی جریان در  .ه استشده ارائه گردید ذکرگسیختگی 
رابطه تبدیل ناحیه پتانسیل مختلط به صفحه ، نشت

با استفاده از نگاشت ) میدان جریان نشت(فیزیکی مسأله 
براي اولین حاضر  تحقیق در. همدیس به دست آمده است

تحت زوایاي مختلف  بند آبیک بند انحرافی مجهز به بار 
مورد  ،باشد می با عمق نامحدود بستر آبرفتیروي که بر 

این تحقیق به دست  از هدف. بررسی قرار گرفته است
وردن رابطه تحلیلی گرادیان هیدرولیکی و در نهایت آ

با استفاده از  بند آبیافتن موقعیت و زاویه بهینه قرارگیري 
براي این منظور از تبدیل . باشد می تئوري نگاشت همدیس

یافتن رابطه  برايکریستوفل و صفحه کمکی  - شوارتز
نگاشت صفحه فیزیکی مسأله و صفحه پتانسیل مختلط 

 يسدبه عنوان یک مسأله عملی  .ه استاستفاده شد
 h=20mهد آب پشت سد ، b=30mبا عرض کف  انحرافی

در سه موقعیت  بند آبو زوایاي مختلف قرار گیري دیواره 
، مورد سد دست پایینو انتهاي  بند کفبالادست، وسط 

ي حاصله با روش اجزاء ها ارزیابی قرار گرفته و جواب
  .مقایسه شده است )Geo Studioافزار  نرم( محدود 

  
  ي حلها معادلات حاکم و روش -2

معادله عمومی جریان آب در خاك یا معادله لاپلاس  جواب
,ݔ)߮پتانسیل سرعت  توابع ,ݔ)߰و جریان  (ݕ  (ݕ
مشتق تابع پتاسیل سرعت در یک جهت . دنباش می

 استگر سرعت تراوش در آن جهت  نشان ،شخصم
(Reddi, 2003). (ݕ,ݔ)߮ تابع لذا	حاصل دهنده نشان  

عنی در ، یاست h هیدرولیکی بلنداي و k نفوذپذیري ضرب
 صورت هتوان ب می پتانسیل تابع پتانسیل را یک جریان
	߮ = −݇ℎ منفیاز علامت  در عمل معمولاً. نمایش داد 

ي ها ي سرعتها ، بر این اساس مؤلفهاست نظر شده صرف
 نوشت )2(و ) 1(روابط توان بصورت  می ي راجریان دو بعد
(Harr, 1962):  

)1(  ߲߮
ݔ߲ = −݇

߲ℎ
ݔ߲ =  ௫ݒ

)2(  ߲߮
ݕ߲ = −݇

߲ℎ
ݕ߲ =  ௬ݒ

 تاجه در به ترتیب تراوش يها سرعت ௬ݒ و ௫ݒ در آنها هک
x و y (ݕ,ݔ)߰ جریان تابع براي مشابه طور به. باشند می	 
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  :(Harr, 1962) را نوشت) 4(و ) 3(توان روابط  می
)3(  −

߲߰
ݔ߲ =

߲߮
ݕ߲ =  ௬ݒ

)4(  ߲߰
ݕ߲ =

߲߮
ݔ߲ =  ௫ݒ

 نامیده ناریم - کوشی تمعادلا نام هب فوق معالادت
 (ݕ,ݔ)߮ تابع توسط که ییها ینمنح مجموع .شوند می

 ییها ینمنح و فشار هم خطوط نام هب شوند می داده نشان
 خطوط نام هب شوند می داده نشان (ݕ,ݔ)߰ تابع توسط که

 يها منحنی همجموع دو این اگر. شوند می نامیده جریان
 رسم جریان محدوده در ترسیمی بصورت برهم عمود
 .شود می حل گرافیکی بصورت لاپلاس معادله شوند،
 سیلنپتا تابع یک توان می ریمان - کوشی معادلات براي

 ,Harr) نمود تعریف )5(رابطه به شکل  w بنام مختلط

1962):  
ݓ  )5( = ߮ + ݅	߰ 

ݓ	بصورت  مختلط تحلیلی تابع یک ݓ	 در آن که =  (ݖ)݂
 بصورت یک تابع مختلط به نوبه خود ݖ است که

ݖ = ݔ +  تواند می z صفحه روي نقطه هر یعنی است، ݕ݅
یکی از  .شود نگاشت w صفحه به توسط یک تابع تحلیلی

 کریستوفل- ي این روش استفاده از تبدیل شوارتزها تکنیک
از لحاظ هندسی  انیمحدوده جر یکهدر موارد. باشد می

از  لیو خطوط هم پتانس انیخطوط جر ،است دهیچیپ
. کنند ینم تیتبع یلولذو ه یسهم ،یضیمعادلات ب
Pavlovsky  به نقل ازHarr (1962) مطرح نمود را  یمسائل

 یچند ضلع کیبا  ݖ مختلط هفحدر ص انیجر هیکه ناح
 یچند ضلع کیتوسط  یچند ضلع نیا .شود ینشان داده م

ݓمختلط  لیسبه صفحه پتان گرید = ߮ + نگاشت  ߰݅
نشان داده شده است،  1طور که در شکل  همان .گردد یم

 هر در انیجر هیناح ستوفلیکر- زتشوار لیبه تبدبا توجه 
 t یه کمکفحص میبه ن تواند یم ݖو  ݓاز صفحات  کی

 ،دننشان داده شو ଶܨو  ଵܨ اب لیاگر توابع تبد. نگاشت شود
  :(Harr, 1962) آید بدست می) 6(رابطه 

ݓ  )6( = ,(ݐ)ଶܨ ݖ =  (ݐ)ଵܨ
ݓتابع، ଶܨ و ଵܨ بین توابع t ریبا حذف متغ =  	(ݖ)ܨ

تمام اجزاء توان  می wتابع با استفاده از . دیآ یبدست م
 نیا نکهیا يبرا. نمود نییتعی را قیدر محدوده حق انیجر

به  ݖاز صفحه  ܣو  ିଵܣ....،	ଶܣ	،ଵܣس ئوبا ر یچند ضلع
شکل  ستوفلیکر- زتشوار لینگاشت شود، تبد ݐصفحه  مین
  :(Harr, 1962) ردیگ یرا به خود م ریز

ݖ  )7( = ݐ)නܯ − ܽଵ)ఈభିଵ(ݐ − ܽଶ)ఈమିଵ … ݐ)

− ܽ)ఈିଵ݀ݐ +ܰ 
 ଵߙ .مقادیر ثابت هستند ܽ	 و.... ,M، N ،ܽଵ ،ܽଶ که در آن

برحسب رادیان  یچند ضلع یداخل يایزوا ریمقاد ߙتا 
س ئور کریستوفل-رابطه شوارتزبا استفاده از  .باشند می

 tصفحه  مین یقیمحور حق يمورد نظر رو یچند ضلع
نیز  tبه نیم صفحه  w، براي تبدیل صفحه گردد ینگاشت م

کریستوفل استفاده - به همین ترتیب از تبدیل شوارتز
 .(Brown and Churchill, 2009)) 1شکل (شود  می

  

  
  wتابع تبدیل صفحه  )ب                                                 zتابع تبدیل صفحه ) الف                               

 (Harr, 1962)کریستوفل  -توابع تبدیل شوارتز  1 شکل
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 راه حل تحلیلی -3
 مقطع سد انحرافی ،بدست آوردن روابط تحلیلیبراي 

براي تحلیل جریان  .شود می در نظر گرفته 2مطابق شکل 
توان ناحیه زیر  می )7(با استفاده از رابطه  زیر سد انحرافی

به روي نیم صفحه حقیقی  zسازه هیدرولیکی را از صفحه 
t براي این منظور نقاط مورد نظر در صفحه  .نگاشت نمود
z  که روي نیم صفحهt نشان داده شده اند، مشخص 

  ).3شکل (شوند  می
،2در شکل   بند نسبت به افق در جهت  زاویه آب

سه نقطه  )7(در رابطه . عقربه ساعت بر حسب رادیان است
 Floryan)شوند  مشخص می tبطور دلخواه روي نیم صفحه 

and Zemach, 1986) . براي سهولت در انجام محاسبات
ଵݐبه ترتیب روي  2و  1نقاط  = ଶݐو  	1+ = انتقال  1−

بند،  دلیل متغیر بودن طول و زاویه آب هب 3نقطه . یابند می
ݐروي نقطه  = با  aمقدار  شود که بعداً انتقال داده می ܽ

و  Aنقاط . شود استفاده از شرایط مرزي مسئله مشخص می
B  ݐبه ترتیب داراي مختصات = ݐو  	ܮ− = ܮ 	 

نیز از روي شرایط مرزي مسئله  ܮو  ܮهستند که مقدار 
 .قابل محاسبه است
نقطه مشخص  5 مجموعاً zدر صفحه  3لذا مطابق شکل 

کریستوفل روي نیم -شوارتزشده که با استفاده از رابطه 
دلیل داشتن زاویه  هب Bو  Aنقاط . شوند منتقل می t صفحه

با جایگزینی نقاط . شوند ، در تبدیل وارد نمیzدر صفحه  ߨ
را  )8(رابطه ، تبدیل مورد نظر شکل )7(تبدیل در رابطه 

  :گیرد بخود می
ݖ݀  )8(

ݐ݀ = ݐ)ܯ + 1)ିఏ∗(ݐ − b)ఏ∗ିଵ(ݐ − a)ଵ 
به  Veriginچنین با توجه به رابطه ارائه شده توسط هم

را ) 9(توان رابطه  میها  براي سپري Harr (1962) نقل از
  :نوشت

ݖ = గఈ(ܽଵ݁ܥ − ఈିఈభ(ܽଶ(ݐ
− ఈభିఈమ(ݐ … . ߙ) −  ఈషభିఈ(ݐ

)9(    
بند مورد نظر زیر سد انحرافی به دلیل عدم وجود  براي آب

ߙزاویه مشخصه   = به شکل  )9(است، لذا رابطه  0
  :آید در می )10(رابطه 

ݖ  )10( = −1)ܥ ఏ∗(1(ݐ +  ∗ଵିఏ(ݐ
و مساوي قرار دادن آن  )10(حال با مشتق گیري از رابطه 

  :آید بدست می) 11(رابطه ، )8(با رابطه 
ݐ)ܯ + 1)ିఏ∗(ݐ − ܾ)ఏ∗ିଵ(ݐ − ܽ)ଵ 

= 1)ܥ− − ఏ∗ିଵ(1(ݐ + ∗ߠఏ∗(2ି(ݐ + ݐ − 1) 
)11(

 

 
 )zصفحه (صفحه فیزیکی مسأله   2 شکل

  
  

  
 t  صفحه کمکی  3 شکل

 z صفحه واقعی

 t کمکی صفحه

* * 
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با ) 11(با توجه به اینکه عبارت سمت راست و چپ رابطه 
ܯبنابراین  ،هم برابرند = ܽو  ܥ− = 1− خواهند  ∗ߠ2

 tو  zاز شرایط مرزي بین صفحه  Cبراي تعیین . بود
  .شود می استفاده

ݐ، aدر نقطه  = ݖ		و  ܽ = .ݎ ݁ିగఏ∗ در باشد،  می
ݎ طول سپريکه  صورتی = ، )10(رابطه  مطابق ،باشد ݏ

  :را نوشت) 12(توان رابطه  می
.ݏ  )12( ݁ିగఏ∗ = 1)ܥ − ఏ∗(1(ݐ +  ∗ଵିఏ(ݐ

  :لذا
ܥ  )13( =

ܵ. ݁ିగఏ∗

(1 − ܽ)ఏ∗(1 + ܽ)ଵିఏ∗ 
تبدیل عمومی بین  ،)10(در رابطه  Cا جایگذاري مقدار ب

  :آید می بدست )14(رابطه مطابق  zو  tصفحه 
ݖ  )14( = .ݏ ݁ିగఏ∗ ቈ൬

1 − ݐ
1− ܽ

൰
ఏ∗

൬
1 + ݐ
1 + ܽ

൰
ଵିఏ∗

 
براي تبدیل ناحیه جریان زیر سازه هیدرولیکی از صفحه 

مانند تبدیل  tبه نیم صفحه  4شکل  wپتانسیل مختلط 
استفاده کریستوفل - از تبدیل شوارتز tبه صفحه  zصفحه 

  .(Harr, 1962) شود می
ݓ݀  )15(

ݐ݀ = ݐ)ଵܯ − ܽ)
ಲ
ഏିଵ(ݐ − ܾ)

ಳ
ഏିଵ(ݐ − ܿ)


ഏିଵ …		 

  

  
 )wصفحه ( صفحه پتانسیل مختلط   4 شکل

  
 Bنقطه  تاو  شود می شروع Aجریان زیر سازه از نقطه 

 90با زاویه  Bو  Aدو نقطه  wیابد، لذا در صفحه  می امتداد
 Aبا جایگذاري مقادیر زوایاي دو نقطه . بود نددرجه خواه

 )16(به صورت رابطه تبدیل ناحیه جریان رابطه ، Bو 

  :خواهد شد
ݓ݀  )16(

ݐ݀ = ݐ)ଵܯ + ି(ܮ
భ
మ(ݐ − ି(ܮ

భ
మ		 

  :آید بدست می) 17(، رابطه )16(گیري از رابطه  با انتگرال
  
  
  
)17(  

ݓ = ଵනܯ
ݐ݀

ݐ) + (ܮ
భ
మ(ݐ − (ܮ

భ
మ

+ ଵܰ 

					= ଵܯ݅ ଵି݊݅ݏ
ݐ2 + ܮ − ܮ
ܮ + ܮ

+ ଵܰ 

					= ଵି݊݅ݏ₂ܯ
ݐ + ₁ߣ
ߣ + ଵܰ 

 :که در آن

₁ߣ =
ܮ) − (ܮ

2 ߣ, =
ܮ) + (ܮ

2  
از شرایط مرزي بین صفحه  ଵܰ و ଶܯبراي تعیین مقادیر 

w  وz  شود می استفاده، )17(در رابطه  یجایگزینو:  
  :Aدر نقطه 

ݐ  )18( = ,ܮ− ݓ = −݇ℎ				 → ₂ܯ	 =
݇ℎ
ߨ  

  : B در نقطه 
ݐ  )19( = ܮ , ݓ = 0				 → 	ܰ₁ = ₂ܯ−

ߨ
2 

 بدست )20(بصورت  tو  wبین صفحه  لذا رابطه کلی
  :آید می

ݓ  )20( =
݇ℎ
ߨ sinିଵ

ݐ + ₁ߣ
ߣ −

݇ℎ
2  
فشار و تلفیق آن با  کلی براي محاسبه زیرفشار از رابطه

  :گردد می حاصل )21(رابطه  ،)20(رابطه 
)21(  ߮ = −݇ ൬


௪ߛ

− +൰ݕ ܿ 
با در نظر گرفتن شرایط مرزي فشار در بالادست و 

ܿسازه مقدار  دست پایین = همچنین . شود می حاصل 0
 معادل Bو  A نقاط بین سازه جریان در امتداد کفخط 

߰ = ݓ	 باشد، لذا  می 0 =  کلیرابطه . خواهد بود߮	
  :باشد می )22(به صورت سازه زیرفشار 

)22(  

ఊೢ
ℎ =

ℎ′
ℎ =

1
2 + ݕ −

1
ߨ ݊݅ݏ

ିଵ ݐ + ₁ߣ
ߣ  

. دهد می فشار در عمق پی را نشان بلنداي، yکه در آن 
  :شود می استفاده )14(از رابطه  ܮو  ܮبراي تعیین 

  : Bدر نقطه
ݐ   = ܮ , ݖ = ܾଵ		 
)23(  ܾଵ

ݏ = ቈ൬
ܮ − 1

ߠ2
൰
ఏ

൬
ܮ + 1
2− ߠ2

൰
ଵିఏ

 

از رابطه  ܮمقدار  ଵܾو  ߠ، sبا قرار دادن مقادیر مختلف 
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توان  می ܮبه همین ترتیب براي . گردد می حاصل )23(
  :نوشت

   : A در نقطه
ݐ   = ݖ	و	ܮ− = −ܾଶ 
)24(  −ܾଶ

ݏ = ቈ൬
ܮ − 1
2− ߠ2

൰
ଵିఏ

൬
ܮ + 1

ߠ2
൰
ఏ

 

 از رابطه ܮمقدار  ଶܾو  ߠ،  sبا قرار دادن مقادیر مختلف 
 .گردد می حاصل )24(

ي ها بدست آوردن رابطه گرادیان شود براي می نشان خاطر
از  )سد انحرافی(سازه هیدرولیکی  دست پایین درخروجی 

رابطه عمومی گرادیان در هر نقطه در محیط همگن 
  :(Harr, M. E., 1962) شود می استفاده

)25(  ݅ = −
݀ℎ
′ݏ݀ =

1
݇
݀߮
′ݏ݀ =

1
݇
݀߮
ݐ݀

ݐ݀
ݖ݀

ݖ݀
 ′ݏ݀

خط جریان در نقطه مورد  نشان دهنده ’s ،)25( در رابطه
 ’s و خط جریان xبا تعریف زاویه بین محور  .باشد می نظر

ௗ௭ رابطه، α زاویه بر حسب
ௗ௦′

= cosߙ+ ݅ sinبدست ߙ 
سازه در  دست پاییننظر به اینکه خطوط جریان در  .آید می

مقدار ثابتی  داراي و است بر سطح قسمت خروجی عمود
ௗ௭، لذا هستند

ௗ௦′
= ௗఝو  1

ௗ௧
= ௗ௪

ௗ௧
 نتیجتاً، بودخواهد  

  :یابد می تغییر )26(به شکل ) 25(رابطه 
)26(  ݅ =

݅
݇ (
ݓ݀
ݐ݀

ݐ݀
 (ݖ݀

و همچنین مشتق  )14(با جایگذاري معکوس مشتق رابطه 
  :آید بدست می) 27(رابطه  ،)26(در رابطه  )20(رابطه 

  
)27(  

ݓ݀
ݐ݀ = ݐ)ଵܯ + ି(ܮ

భ
మ(ݐ − ି(ܮ

భ
మ	,		 

ଵܯ =
݇ℎ
ߨ݅ ,

ݐ݀
ݖ݀ =

(1 + ݐ)ఏ(ݐ − 1)ଵିఏ

ݐ)ܯ − ܽ) 			 
ܯ آنکه در  = ,ܥ− ܥ = ௦.షഏഇ

(ଵି)ഇ(ଵା)భషഇ , ܽ = 1−  ߠ2
محاسبه گرادیان  برايرابطه عمومی  نهایتاً .باشند می

 حاصل) 28(رابطه به شکل سازه  دست پایینخروجی در 
  :گردد می

݅ = ൬
ℎ
.ߨ ൰൭ݏ

(2− ఏ(1(ߠ2)ଵିఏ(ߠ2 + t)ఏ(ݐ − 1)ଵିఏ

ݐ) − 1 + +ݐ)(ߠ2 (ܮ
భ
మ(ݐ − (ܮ

భ
మ	

൱ 

)28(    
 
 افزار نرمسازي اجزاء محدود در  روش مدل -4

Geo Studio 2007   
 افزار نرمبه منظور مقایسه نتایج حاصل از روش تحلیلی از 

Geo Studio 2007  و زیر مجموعهSeep/w  که مبتنی بر
استفاده شده و براي تمامی  ،باشد می روش اجزاء محدود

با توجه به اینکه . حالات و زوایا تحلیل صورت گرفته است
بندي  مقادیر زیرفشارها به عمق پی و المان افزار نرمدر این 
اي که تغییرات  باشند، لذا عمق پی تا فاصله می حساس

ادامه  ،خطوط هم پتانسیل روي نتایج تأثیر نداشته باشند
ي نامحدود استفاده شده ها ا از المانیافته و نیز در مرزه

مذکور، ابتدا هندسه  افزار نرمبه منظور به کارگیري  .است
 سدبعد مصالح آبرفتی که  گامدر مدل ترسیم گردیده و 

از آنجا که  .گردد معرفی می افزار نرمبه روي آن قرار گرفته 
تحلیل روي پی با عمق نامحدود و تراوا در نظر گرفته 
شده، لذا ضریب نفوذپذیري آبرفت براي خاك درشت دانه 

 افزار نرمشرایط مرزي براي  سپس. لحاظ گردیده است
 دست پایینشود که در بالادست هد آب و در  معرفی می

در  )Potential Seepage Face( شرایط معادل فشار صفر
 گرفتهبندي مدل انجام  شبکه آنگاه. ر گرفته شده استنظ

هاي چهار گرهی و مثلثی سه گرهی  از المان آنکه در 
 مشاهده 5شکل  بندي در این شبکه .است شدهاستفاده 

نشان دهنده ترکیب خطوط جریان و  6و شکل  شود می
  .باشند می بندي محیط متخلخل هم پتانسیل بر روي شبکه

  
  نتایج و بحث  -5

براي مطالعه روابط بدست آمده از روش تئوري نگاشت، 
بند از قبیل  هاي مختلفی براي قرارگیري دیواره آب موقعیت

دست سد و همچنین  بند و پایین بالادست سد، وسط کف
بند در هر یک از  زوایاي مختلف قرارگیري دیواره آب

روابط بدست . شود هاي ذکر شده در نظر گرفته می موقعیت
، بلنداي آب b=30mي یک سد انحرافی به طول آمده برا

ݏو  h=20mپشت سد برابر با  ܾ⁄ = 1 3⁄ , 2 3⁄ , مورد  1
براي محاسبه بلنداي زیرفشار از . مطالعه قرار گرفته است

متر و  20برابر با  hاستفاده شده است و مقدار  )22(رابطه 
y با انجام محاسبات، نتایج  .برابر با صفر در نظر گرفته شد

در  بند رفشار براي حالات مختلف قرارگیري آبتغییرات زی
′ℎقالب نمودارهاي بی بعد  ℎ⁄ اند که  نمایش داده شدهh' 

 hعبارت از بلنداي زیرفشار در نقاط مختلف زیر سازه و 
  . بلنداي آب موجود پشت سد هستند
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 Seep/W افزار نرمبندي و شرایط مرزي در  شبکه  5 شکل

  

  
 )بند مایل در زیر سد توجه شود به موقعیت آب( Seep/Wافزار  بندي در نرم شبکهخطوط جریان و هم پتانسیل روي   6 شکل

  
مقادیر بدست آمده از تئوري نگاشت با مقادیر بدست آمده 

 Geo(افزار از مدل سد انحرافی با ابعاد یکسان در نرم

Studio 2007(  مقایسه شده است که در ادامه مورد بحث
 زیرفشار تغییرات دهنده نشان) a( 7 شکل .گیرند قرار می

 در بند آب که حالتی براي) بند آب دست پایین( 1نقطه  در
ଶܾ(انحرافی  سد بالادست ܾ⁄ =  در زوایاي مختلف قرار) 0

ݏ براي در این شکل،. باشد می ،است گرفته، ܾ⁄ = 1 3⁄ 
 صعودي روند درجه 170 تا 10 زاویه تمایل از زیرفشار

 10در این حالت کمترین میزان زیرفشار براي زاویه . دارد
افزایش خواهد  درجه بوده و با افزایش آن، زیرفشار نیز

ݏ براي تغییرات این. یافت ܾ⁄ = 2  40 زاویه تا ابتدا در ⁄3
 نشان را فشار افزایش سپس و داشته نزولی روند درجه

ݏ براي همچنین. دهد می ܾ⁄ =  زاویه افزایش با ابتدا از 1
 این. یافت خواهد افزایش نیز زیرفشار مقدار ،تمایل

 در بند آب دیواره گیري قرار حالت براي تغییرات
ଶܾ(انحرافی  سد دست پایین ܾ⁄ =  2 نقطه براي) 1

 شده، داده نشان) b( 7 شکل در) بند آب دیواره بالادست(
ݏ براي که ܾ⁄ = . دارد افزایشی روند ابتدا از تغییرات 1

ݏ براي ܾ⁄ = 1 3⁄ , 2  درجه 140 زاویه تا تغییرات این ⁄3
بیشترین  که یابد می کاهش سپس و داده نشان را افزایش
در  .دهد رخ می درجه 170 حالت در زاویه این در کاهش
تغییرات زیرفشار نسبت به زاویه قرارگیري دیواره  8شکل 

دست و بالادست دیواره  پایین( 2و  1بند در نقاط  آب
ݏبراي ) بند آب ܾ⁄ = 1 3⁄ , 2 3⁄ ,   . نشان داده شده است 1
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روش اجزاء  FEM، با استفاده از )بند دست دیواره آب پایین( 1بند در نقطه  نمودار تغییرات زیرفشار نسبت به زاویه دیواره آب) a(  7 شکل
ݏروش تحلیلی براي  ANMمحدود،  ܾ⁄ = 1 3⁄ , 2 3⁄ , ଶܾو  1 ܾ⁄ = 0  ،)b( نقطه در بند نسبت به زاویه دیواره آب رفشاریز راتییتغ نمودار 

ݏ يبرا یلیتحل روش ANM محدود، اجزاء روش FEM از با استفاده ،)بند آب وارهید دست بالا( 2 ܾ⁄ = 1 3⁄ , 2 3⁄ , ଶܾو  1 ܾ⁄ = 1  
  

  
ی در حالت لیتحل روش ANM محدود، اجزاء روش FEM ،2و  1 طانق دربند  نسبت به زاویه دیواره آب رفشاریز راتییتغ نمودار  8 شکل

࢈ ⁄࢈ =  ⁄ )a (࢙ ⁄࢈ =  ⁄  ،)b (࢙ ⁄࢈ =  ⁄  و)c( ࢙ ⁄࢈ =    
  

و ) FEM(استفاده از دو روش اجزاء محدود این تغییرات با 
 8شکل  مطابق .محاسبه شده است) ANM(روش تحلیلی 

کاهش  1زیرفشار در نقطه  ،بند آببا افزایش طول دیواره 
 بند آببا افزایش طول دیواره  2یافته و برعکس در نقطه 

(a) 

(b) 
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دهد که چنین روندي قابل  می زیرفشار افزایش را نشان
سی تغییرات زیرفشار نسبت به زاویه با برر .پیش بینی بود

نشان داده  8چنانچه در شکل  ،بند آبقرارگیري دیواره 
، با افزایش زاویه تمایل نسبت به خط افق زیرفشار در شده

با  2روند صعودي داشته، اما این تغییرات در نقطه  1نقطه 
افزایشی بوده و بعد از آن  150افزایش زاویه تمایل تا زاویه 

   .یابد می کاهش
 دست پایین(  1نقطه  تغییرات زیرفشار 11تا  9 يها شکل

 نسبت )بند آببالادست دیواره ( 2و نقطه ) بند آبدیواره 

براي حالت قرارگیري دیواره به زاویه تمایل دیواره آب بند 
براي محاسبه  .دهند می سازه را نشان بند کفدر وسط 

دست سازه از  هاي خروجی در پایین تغییرات گرادیان
ݏو  h=20mبا فرض ) 28(معادله  ܾ⁄ = 1 3⁄ , 2 3⁄ , 1 

بعد از انجام محاسبات نمودارهاي حاصله . شود استفاده می
هاي مختلف تولید شده  از روش تئوري نگاشت براي حالت

هاي بدست آمده از روش اجزاء محدود  و سپس با داده
Anonymous (2007)  )افزار  نرمGeo Studio 2007 (

  . مقایسه شده است
  

  
تغییرات گرادیان خروجی در پاین دست سازه نسبت به فاصله از پنجه سد براي زوایاي مختلف با استفاده از تئوري نگاشت   9 شکل

࢙همدیس براي  ⁄࢈ =  ⁄    ،)a( ࢈ ⁄࢈ =  ، )b( ࢈ ⁄࢈ =  ⁄ و )c( ࢈ ⁄࢈ =   
  

  
 نگاشت يتئور از ادهفاست با براي زوایاي مختلف سد پنجه از فاصله به نسبت سازه دست پایین در یخروج انیگراد راتییتغ  10شکل 

࢙ براي سیهمد ⁄࢈ =  ⁄ ، )a (࢈ ⁄࢈ =  ، )b( ࢈ ⁄࢈ =  ⁄ و )c (࢈ ⁄࢈ =   
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 نگاشت يتئور از ادهفاست با مختلف يایزوا يبرا سد پنجه از فاصله به نسبتسازه  دست پایین در یخروج انیگراد راتییتغ  11 شکل

࢙براي  سیهمد ⁄࢈ =  ، )a (࢈ ⁄࢈ =  ، )b( ࢈ ⁄࢈ =  ⁄ و )c (࢈ ⁄࢈ =   
  

نشان دهنده تغییرات گرادیان خروجی در  9شکل 
دست سازه نسبت به فاصله از پنجه سد براي زوایاي  پایین

ݏبند و  مختلف قرارگیري دیواره آب ܾ⁄ = 1 به روش  ⁄3
این تغییرات  )a( 9شکل . باشد تئوري نگاشت همدیس می

بند در بالادست سازه  را براي حالت قرارگیري دیواره آب
ଶܾیا  Aنقطه ( ܾ⁄ = با افزایش فاصله از . دهد نشان می) 0

تا  90یابد، در زوایاي گرادیان خروجی کاهش می ،پنجه
 )b( 9شکل . رسد حداقل می درجه مقدار اختلاف به 120

بند سازه  بند در وسط کف براي حالت قرارگیري دیواره آب
)ܾଶ ܾ⁄ = 1 باشد که در این حالت بهترین زاویه  می) ⁄2

. درجه خواهد بود 90براي کاهش گرادیان خروجی 
بند در  براي حالت قرارگیري دیواره آب )c( 9همچنین شکل 

ଶܾ(دست سد  پایین ܾ⁄ = باشد که در این حالت  می) 1
درجه گرادیان خروجی در ابتدا مقادیري  60براي زوایاي تا 

این افزایش تا  .دهد ن میکم و به تدریج افزایش را نشا
ݏ ܾ⁄ = . شود و سپس کاهش خواهد یافت مشاهده می 0.4
درجه این تغییرات بصورت نزولی  150تا  60براي زوایاي

  .یابد است، یعنی با افزایش فاصله از پنجه کاهش می
ݏتغییرات گرادیان را براي  10شکل  ܾ⁄ = 2  نشان ⁄3

در بالادست  بند آببراي حالت قرارگیري دیواره . دهند می
)ܾଶ ܾ⁄ = باشد، این  می درجه 90بهترین زاویه تمایل ) 0

ଶܾ( دست پایینزاویه براي  ܾ⁄ =  درجه 60تا  30بین  )1

در وسط  بند آبباشد و براي حالت قرارگیري دیواره  می
ଶܾ( بند کف ܾ⁄ = 1  درجه 90بهترین زاویه تمایل ) ⁄2
  . باشد می

ݏتغییرات براي  11در شکل  ܾ⁄ = نشان داده شده  1
تواند مبناي تقویت  می 11تا  9ي ها اطلاعات شکل. است
جلوگیري از  براي 1با استفاده از سنگ چین دست پایین

 11تا  9ي ها با توجه به رفتار شکل. پدیده رگاب گردد
ଶܾبراي حالت  ܾ⁄ =  بند آببا افزایش طول دیواره  1

ݏ ܾ⁄ ≥  حالتي خروجی شبیه ها رفتار نمودار گرادیان 1
ܾଶ ܾ⁄ = خواهد بود، براي ) a( 11تا  )a( 9ي ها شکل 0

ܾଶ ܾ⁄ = 1  بند آبي کوتاه دیواره ها در طول ⁄2
ݏ ܾ⁄ ≤ 1 ଶܾاین رفتار شبیه حالت  ⁄3 ܾ⁄ = بوده و  0

2براي  3⁄ ≤ ݏ ܾ⁄ ≤ ଶܾرفتار آن شبیه حالت  1 ܾ⁄ = 1 
  . خواهد شد

نشان دهنده مقایسه بین روش اجزاء محدود و  12شکل 
روش تحلیلی یا تئوري نگاشت همدیس براي حالت 

ଶܾ(در وسط  بند آبقرارگیري دیواره  ܾ⁄ = 1 2⁄( ،
ଶܾ(بالادست  ܾ⁄ = ଶܾ( دست پایینو ) 0 ܾ⁄ = سد ) 1

چنانچه در . باشند می درجه 30انحرافی براي زاویه تمایل 
نشان داده شده است دو روش اختلاف اندکی با  12شکل 

  .هم دارند
                                                             
1 Riprap 
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درجه و  30براي زاویه ) ANM(و تئوري نگاشت همدیس ) FEM(مقایسه تغییرات گرادیان خروجی بین روش اجزاء محدود   12 شکل

࢙ ⁄࢈ =  ⁄ , ⁄ , ،)a( ࢈ ⁄࢈ =  ،)b( ࢈ ⁄࢈ =  ⁄  و)c( ࢈ ⁄࢈ =  

  
  گیري نتیجه -6

به سمت وجه  بند آبدار کردن  در بسیاري از اوقات شیب
بالادست با توجه به اثر مؤثرتر هیدرولیکی آن برکاهش 

گرچه در مقاله ا. باشد می گرادیان هیدرولیکی امري مرسوم
درجه با  150 تادرجه  10حاضر زوایاي مورد بررسی از 

اما اجراي برخی از  ،درجه مورد توجه بوده است 30فواصل 
به خصوص زمانی  باشد؛ نمیپذیر  این زوایا در عمل امکان

در مجموع به منظور . کند می که دیواره به سمت افق میل
و مشاهده  بند آببررسی کامل تر مسأله از بعد تغییر زاویه 

ا مورد بررسی قرار وایرفتار گرادیان هیدرولیکی، این ز
  .دگرفتن

شود که  می گیري نتایج بدست آمده چنین نتیجه بر اساس
بر روي میزان  بند آبدیواره  در مورد تأثیر زوایه تمایل

با بالادست سد انحرافی  درزیرفشار در حالت قرارگیري 
یابد، محاسبات براي  می کاهش بند آبافزایش طول دیواره 
ݏ ܾ⁄ = 1 3⁄ , 2 3⁄ , ݏکه براي  هانجام شد 1 ܾ⁄ = 1 3⁄ 
درجه بوده،  70کاهش زیرفشار برايبهترین زاویه تمایل 

ݏ این مقدار براي ܾ⁄ = 2 با . باشد می درجه 30 ، ⁄3
این زاویه کاهش یافته چنان  بند آبافزایش طول دیواره 

ݏکه براي  ܾ⁄ = درجه  20و  10بهترین زاویه بین  1
در حالت  بند آبزاویه بهینه قرارگیري دیواره  .خواهد بود

ଶܾ( بالادست سد انحرافی ܾ⁄ = کاهش  براي) 0
درجه بدست آمده  120تا  90ي خروجی بین ها گرادیان

 بند آبکه مقدار گرادیان خروجی با افزایش طول دیواره 
  .کاهش خواهد یافت

 بند کفدر وسط  بند آببراي حالت قرارگیري دیواره 
)ܾଶ ܾ⁄ = 1  برايبهترین زاویه از بین زوایاي موجود ) ⁄2

 20 بند آبدیواره  دست پایینکاهش میزان زیرفشار در 
دهد، که این مقدار با افزایش طول  می درجه را نشان

یابد که بسته به میزان کاهش  می کاهش بند آبدیواره 
 .را انتخاب نمود طراحیتوان طول مورد نظر  می مورد نظر

ذکر خواهد بود که با افزایش طول همچنین این نکته قابل 
 بند آبمیزان زیرفشار در بالادست دیواره  بند آبیواره د

زاویه بهینه به منظور کاهش . افزایش خواهد یافت
ݏ ي خروجی در این حالت برايها گرادیان ܾ⁄ = 1 3⁄ , 2 3⁄ 

مقادیر گرادیان در این  .باشد می درجه 120تا  90بین 
ݏمقادیر باشد و براي  می زوایا نزدیک به هم ܾ⁄ > 2 3⁄ 

از نمودارهاي  .خواهد بوددرجه  90تا  60این زاویه بین 
 تقویت برايتوان  می خروجیي ها حاصل براي گرادیان

ي ها سازه دست پاییننواحی مستعد پایپینگ در 
  .استفاده نمود مصالح سنگ چین بوسیلههیدرولیکی 

سد  دست پاییندر  بند آببراي حالت قرارگیري دیواره 



  سعید احمدیان و محمود فغفور مغربی  ...یابی موقعیت و زاویه  استفاده از تئوري نگاشت همدیس در بهینه
 

12 

ଶܾ( انحرافی ܾ⁄ = دیواره با افزایش زاویه قرارگیري  )1
یافته و نسبت به افق میزان زیرفشار ابتدا افزایش  بند آب

ݏدرجه براي  150بعداز زاویه  ܾ⁄ = 1 3⁄ , 2  کاهش ⁄3
ݏیابد و براي  می ܾ⁄ = باید گفت . افزایشی خواهد بود 1

به  بند آبقرارگرفتن دیواره  ،که به منظور کاهش زیرفشار
باعث  که چرا ،مؤثر نخواهد بودسازه  دست پایینتنهایی در 

. خواهد شد بند آبافزایش زیرفشار در بالادست دیواره 
به منظور کاهش  بند آببهترین موقعیت قرارگیري دیواره 

حداقل زاویه به  .باشد می بالادست سد انحرافی ،زیرفشار
سد  دست پاییني خروجی از ها منظور کاهش گرادیان

  .باشد می درجه 60تا  30انحرافی براي این حالت بین 
نگاشت روش  دو از مقایسه نمودارها و نتایج بدست آمده از

چنین برداشت گردید که  ،همدیس و روش اجزاء محدود
هم  ي حاصل شده از دو روش تطابق خوبی باها جواب
 برايروابط حاصل شده از روش نگاشت همدیس  از. دارند

ي خروجی در ها محاسبه دستی زیرفشار و گرادیان
در  بند آبي هیدرولیکی همراه با ها سازه دست پایین

 آنهاقرارگیري  گوناگونزوایاي  نیزي مختلف و ها موقعیت
  .استفاده کرد توان می
  
 فهرست علایم - 7

 ܣ  ام چند ضلعی  iرأس 
 ܽ  کریستوفل- ام در تبدیل شوارتز iمقدار ثابت 

 ܽ  tبر روي صفحه کمکی  zاز صفحه  3مختصات نقطه 
 ଵܾ  فاصله انتهاي سازه تا آب بند
 ଶܾ  فاصله ابتداي سازه تا آب بند

 ܾ  طول کل سازه
 ܿ  ضریب ثابت

 ܥ  ضریب ثابت نگاشت
 (ݐ)ଵܨ  تابع تبدیل نگاشت
 (ݐ)ଶܨ  تابع تبدیل نگاشت
 ℎ  بلنداي هیدرولیکی

 ′ℎ  مختلف زیر سازهبلنداي زیر فشار در نقاط 
݅  گرادیان خروجی  

 ݇  ضریب نفوذپذیري
 ܮ  tبر روي صفحه کمکی  zاز صفحه  Aمختصات نقطه 

 ܮ  tبر روي صفحه کمکی  zاز صفحه  Bمختصات نقطه 

,ܰ,ଶܯ,ଵܯ,ܯ  کریستوفل-ثابت تبدیل شوارتز ଵܰ		 

   فشار
 ݎ  ضریب ثابت نگاشت

 ݏ  طول آب بند
 ′ݏ  جریان در نقطه مورد نظرخط 

 ݐ  متغیر کمکی
 ݐ  ام از صفحه فیزیکی در صفحه کمکی iمختصات نقطه 

 ݓ  تابع پتانسیل مختلط
 ݔ  مختصات طولی در صفحه فیزیکی مسأله
 ݕ  مختصات عرضی در صفحه فیزیکی مسأله

 ݖ  تابع مختلط صفحه فیزیکی مسأله
ام چند ضلعی نگاشت تبدیل  iزاویه داخلی 

  کریستوفل-شوارتز
 ߙ

 ߙ  ثابت زاویه چند ضلعی
 ௪ߛ  وزن مخصوص آب

,ߣ  ثابت جایگزین  ଵߣ
 ∗ߠ زاویه آب بند نسبت به افق

௫ߥ  xسرعت تراوش در جهت   
 ௬ߥ  yسرعت تراوش در جهت 

 (ݕ,ݔ)߮  پتانسیل سرعت
 (ݕ,ݔ)߰  تابع جریان
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