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دس چٌذ دِّ اخ٘ش فؼال٘ت ّإ . تحل٘ل تغث٘قٖ ٗکٖ اص هغالؼات هْن دس صهٌِ٘ سٍش ّإ ػذدٕ است- چكيدٌ

ّذف ًْاٖٗ اص اٗي تحل٘ل ّا، تِ دست آٍسدى حل ػذدٕ تا . پژٍّطٖ هتؼذدٕ دس اٗي حَصُ اًجام ضذُ است

تخص : تظشٗف تغث٘قٖ ضاهل دٍ تخص اغلٖ است ّش فشاٌٗذ. دقت هغلَب ٍ کوتشٗي ّضٌٗٔ هحاسثاتٖ است

ٖ تاضذ ٗکٖ اص هضاٗإ سٍش ّإ تذٍى ضثکِ، . اٍل تشآٍسد کٌٌذٓ خغا ٍ دٗگشٕ اتضاسٕ تشإ فشاٌٗذ تظشٗف ه

سٍش ّإ هؼوَل دس تظشٗف، ضاهل جاتجاٖٗ ًقاط ٍ . اًؼغاف پزٗشٕ آًْا دس فشاٌٗذّإ تظشٗف تغث٘قٖ است

دس اٗي هقالِ ٗک سٍش کن ّضٌِٗ تِ ًام ٍصى دّٖ تغث٘قٖ تِ هٌظَس تالا تشدى دقت . اضافِ کشدى ًقاط جذٗذ است

دس سٍش اسائِ ضذُ . اسائِ ضذُ است (CDLS)جَاب ّا دس سٍش تذٍى ضثکِ حذاقل هشتؼات گسستِ ّوپَش 

ِ ػٌَاى تشآٍسد کٌٌذٓ خغا تِ کاسگشفتِ ضذُ ٍ اص آًْا دس تؼشٗف تاتغ ٍصى استفادُ ضذُ است ٖ هاًذُ ّا ت  .تاق

 

 . سٍش ّإ تذٍى ضثکِ، ٍصى دّٖ خَدکاس، حذاقل هشتؼات گسستِ ّوپَش :يدياژگانکل

 

مقدمه-1
اٍل٘ي اٗذٓ استفادُ اص سٍش ّإ تذٍى ضثکِ دس سٍش 

 Gingold and تَسظ ّ٘ذسٍدٌٗاه٘ک رسات ّوَاس

Monaghan (1977) ٕتِ هٌظَس هذل ساصٕ پذٗذُ ّا 

ًجَهٖ هاًٌذ گستشش ستاسگاى ٍ تَدُ اتشّإ غثاسٕ تِ 

 پس اص اًتطاس هقالٔ سٍش جضء پخص. کاس گشفتِ ضذ

، سٍش ّإ صٗادٕ تِ ًام Nayroles et al. (1992)تَسظ 

                                                           
1. Smooth Particle Hydrodynamic 
2. Diffuse Element 

 سٍش ّإ تذٍى ضثکِ هاًٌذ سٍش تذٍى ضثکِ گالشک٘ي

، سٍش تَل٘ذ رسات Belytschko et al. (1994)تَسظ 

، سٍش اجضإ هحذٍد Liu et al. (1995) تَسظ کشًال

، Babuska and Rheinboldt (1980) تَسظ افشاص ٍاحذ

، Duarte and Oden (1996) تَسظ سٍش اتشّإ اچ پٖ

 .Atluri et al تَسظ سٍش تذٍى ضثکِ هحلٖ گالشک٘ي

                                                           
3. Element Free Galerkin 
4. Reproducing Kernel Particle Method 
5. Partition of Unity Finite Element  
6. HP-clouds 

7. Meshless Local Petrov Galerkin 
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 Afshar and Arzani.  ٍ غ٘شُ اسائِ ضذُ اًذ (1999)

- دس هقالٔ خَد ٗک سٍش جذٗذ تذٍى ضثکِ سا (2004)

تا ػٌَاى -  تَدکِ کاهلاً هثتٌٖ تش فشاٌٗذ حذاقل هشتؼات

سٍش تذٍى ضثکِ .  اسائِ کشدًذحذاقل هشتؼات گسستِ

حذاقل هشتؼات گسستِ ّوپَش، تا افضٍدى دٍ اتضاس جذٗذ 

تا ًام ّإ ًقاط ّوپَش ٍ تَاتغ ٍصًٖ، تِ سٍش حذاقل 

 Afshar and)هشتؼات گسستِ هَجَد حاغل ضذ 

Lashckarbolok , 2008) . اص قاتل٘ت ّإ اٗي سٍش

ٖ تَاى تِ دقت تالا، سادگٖ، ّضٌٗٔ هحاسثٔ پاٗ٘ي ٍ ػذم  ه

ف٘شٍصجاٖٗ ٍ افطاس . ً٘اص تِ اًتگشال گ٘شٕ اضاسُ کشد

Firoozjaee and Afshar (2010) ِتا هؼشفٖ سٍش ً٘و 

ِ ّإ ًاٍٗشاستَکس تا استفادُ اص  افضاٗطٖ تِ حل هؼادل

ضث٘شٕ ٍ . سٍش حذاقل هشتؼات گسستِ ّوپَش پشداختٌذ

افطاس هسائل سغح آصاد سا تا استفادُ اص اٗي سٍش حل 

 سا تشإ حل آًْا ّوچٌ٘ي فشاٌٗذ تظشٗف تغث٘قٖ. کشدًذ

 ,Shobeyri and Afshar)اٗي گًَِ جشٗاى ّا اسائِ کشدًذ 

2010) . 

تظشٗف تغث٘قٖ دس سٍش ّإ ػذدٕ اتضاسٕ قذستوٌذ دس 

فشاٌٗذّإ تظشٗف تغث٘قٖ تِ . حل هسائل هٌْذسٖ است

ِ اًذ؛  عَس گستشدُ إ دس اجضإ هحذٍد هحاسثاتٖ تکاس سفت

ٍلٖ اٗي فشاٌٗذّا هشاحل اتتذاٖٗ خَد سا دس سٍش ّإ 

ٖ کٌٌذ دس اجضإ هحذٍد اص سِ سٍش . تذٍى ضثکِ عٖ ه

ِ ّا ، تغشٗف تغث٘قٖ ضاهل سٗضتش ٗا دسضت تش کشدى ضثک

ِ ّا ِ إ جاتجا کشدى ضثک  ٍ تغ٘٘ش دسجِ چٌذ جول

ٖ ضَددسٍى ٗاب دس سٍش تذٍى ضثکِ حذاقل .  استفادُ ه

هشتؼات گسستِ ّوپَش، اٍل٘ي تلاش دس ساستإ تْ٘ٔ 

 Afsharالگَسٗتوٖ تشإ فشاٌٗذ تظشٗف تغث٘قٖ، تَسظ 

and Lashckarbolok (2008)آًْا الگَسٗتوٖ .  اًجام ضذ

اٗي . تشإ جاتجاٖٗ ًقاط دس هسائل ٗک تؼذٕ اسائِ دادًذ

                                                           
1. Least Square 

2. Discrete Least square 

3. Adaptive Refinement 

4. H-refinement 

5. R-refinement 

6. P-refinement 

 تکو٘ل Firoozjaee and Afshar (2010)سٍش تَسظ 

ضذُ ٍ دس حل هسائل دٍتؼذٕ تا هَفق٘ت تِ کاس سفتِ 

 . است

دس اٗي هقالِ سؼٖ ضذُ است هؼ٘اسٕ تشإ ٍصى دّٖ ًقاط 

ّوپَش، دس سٍش تذٍى ضثکِ حذاقل هشتؼات گسستِ 

تِ .  اسائِ ضَدّوپَش تا استفادُ اص خغاّإ تشاٍسد ضذُ

اٗي غَست اتضاسٕ تشإ تْثَد جَاب ّا دس اٗي سٍش 

تذْٖٗ است کِ پس اص تِ . تذٍى ضثکِ اضافِ خَاّذ ضذ

ٖ تَاى اص اٗي سٍش  کاسگ٘شٕ فشاٌٗذّإ تظشٗف هَجَد، ه

دس . تشإ تْثَد ّشچِ تْتش پاسخ ّإ ًْاٖٗ استفادُ کشد

اٗي هقالِ دس اتتذا  فشهَل تٌذٕ سٍش تذٍى ضثکِ حذاقل 

سپس سٍش . هشتؼات گسستِ ّوپَش آٍسدُ ضذُ است

پ٘طٌْادٕ تشإ ٍصى دّٖ اسائِ ضذُ ٍ دس ًْاٗت چٌذ هسألِ 

تا تَجِ تِ اّو٘ت هذل ساصٕ ضَک . ًوًَِ حل ضذُ است

دس هسائل ّزلَلَٕ، جَاب تواهٖ هسائل حل ضذُ تا 

 .ضَک ّوشاُ ّستٌذ

 

CDLSروشبدونشبکه-2
دس  - تؼشٗف ضذΩُکِ دس حَصُ -هؼادلِ دٗفشاًس٘ل صٗش 

 :ًظش گشفتِ ضَد

(1) ( )L u f in  

 : هسألِ داسإ ضشط هطتقٖ هشصٕ تِ غَست صٗش است

(2) ( ) tB u g in  

ّوچٌ٘ي ضشط هشصٕ عث٘ؼٖ تِ غَست صٗش تؼشٗف ضذُ 

 : است

uinuu  (3                                     )  

 f ػولگشّإ دٗفشاًس٘لٖ ٍ L  ٍBدس هؼادلات تالا 

ً٘شٍّإ خاسجٖ ٗا هٌاتؼٖ ّستٌذ کِ تش حَصُ هسألِ 

ٖ ضًَذ  .اػوال ه

t ٍ uتِ تشت٘ة هشصّإ هطتقٖ ٍ عث٘ؼٖ ّستٌذ  .

اساس سٍش حذاقل هشتؼات تِ دست آٍسدى جَاب تِ 

                                                           
7. Estimated Error 
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ٖ هاًذُ حاغل اص تقشٗة کوٌِ٘ ضَد ِ إ است کِ تاق . گًَ

 داهٌٔ هسألِ تا استفادُ اص دٍ سشٕ ًقاط CDLSدس سٍش 

ٖ ضَد دس . تِ ًام ًقاط گشّٖ ٍ ًقاط ّوپَش گسستِ ه

 داهٌٔ هسألِ تا استفادُ اص اٗي دٍ سشٕ ًقغِ 1ضکل 

 . گسستِ ضذُ است
 

 
ًحَُ گسستِ ساصٕ داهٌِ هسألِ تا استفادُ اص ًقاط   1شكل 

 گشّٖ ٍ ًقاط ّوپَش

 
 pnتؼذاد ًقاط دس داخل داهٌِ ٍ سٍٕ هشصّا تشاتش تا 

ػلاٍُ تش ًقاط گشّٖ، اص ًقاط ّوپَش دس داخل . است

ٖ ضَد دس اٗي سٍش . داهٌِ هسألِ ٍ هشصّإ آى استفادُ ه

دس ّش ًقغِ گشّٖ، تاٗذ ٗک ًقغِ ّوپَش ً٘ض قشاس دادُ 

دس ٗک ًقغِ ّوپَش هاًٌذ . ضَد
kx هقذاس تاتغ هجَْل ،

u ضَد ٖ  ,.Gingold et al)تَسظ ساتغِ صٗش تقشٗة صدُ ه

1977) : 





n

i

ikik uxNxu
1

).()( (4)                                

 kام دس ًقغِ ّوپَش i هقذاس تاتغ ضکل iN( 4)دس ساتغِ 

 اه٘ي ًقغِ ّوپَش k تؼذاد ًقاط گشّٖ دس داهnٌِ. است

 2اٗي هفَْم داهٌِ تاث٘ش دس ضکل .  استkxتا هختػات 

تشإ . (Belytschko et al., 1994)ًطاى دادُ ضذُ است 

 تِ sdتٌظ٘ن داهٌِ تشإ ّش ٗک اص ًقاط ّوپَش، ضؼاع 

ٖ ضَد کِ تؼذاد هطخػٖ اص ًقاط گشّٖ دس  ِ إ تؼشٗف ه گًَ

 . (Belytschko et al., 1994)اٗي داهٌٔ تأث٘ش قشاس تگ٘شًذ 

ِ ّإ  (4)تا جاٗگضٌٖٗ هؼادلِ  هقذاس  (3)تا  (1)دس هؼادل

ٖ هاًذُ ّا دس حَصُ هسألِ  )تاق )d
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 اه٘ي ًقغِ ّوپَشkداهٌِ تاث٘ش   2شكل 

 

 تؼذاد ًقاط ّوپَش قشاس گشفتِ تش سٍٕ tnدس اٗي سٍاتظ 

 تؼذاد ًقاط ّوپَش unًقاط گشّٖ دس هشص هطتقٖ ٍ 

 ً٘ض تؼذاد کل ًقاط M. ٍاقغ تش سٍٕ هشص دسٗچلِ است

ٖ هاًذُ ّا تِ غَست صٗش . ّوپَش است هجوَع هشتؼات تاق

ٖ ضَد   :(Atluri et al., 1999)هحاسثِ ه
2 2 2

( ) ( ) ( )

1 1 1

1
( )

2

t un nM
d t d

k k k k

k k k

J W R R R 
  

                

(8) 

 ضشاٗة جشٗوِ ًام داسًذ ٍ ًطاى   ٍ پاساهتشّإ 

ٖ هاًذُ ّإ هشصٕ دس هقاٗسِ تا  دٌّذٓ اّو٘ت تضسگٖ تاق

ٖ هاًذُ ّإ حَصُ هسألِ است   W. (Atluri et al., 1999)تاق

هقادٗش ٍصًٖ است کِ تِ ّش ًقغِ ّوپَش ًسثت دادُ 

ٖ ضَد تاکٌَى دس پژٍّص ّإ قثلٖ اٗي هقذاس تشإ . ه

ٖ ضذ . تواهٖ ًقاط ّوپَش تشاتش تا ٍاحذ دس ًظش گشفتِ ه

دس اٗي هقالِ سٍضٖ تشإ تؼ٘٘ي هقادٗش ٍصى دس ّش ًقغِ 
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تا کوٌِ٘ کشدى ساتغِ حاغل . ّوپَش اساِٗ ضذُ است

، هؼادلات inًسثت تِ پاساهتشّإ هجَْل دس ًقاط گشّٖ 

ٖ آٌٗذ  .صٗش تِ دست ه

KU F (9)                                                        
U ٍ ّٖتشداس پاساهتشّإ هجَْل دس ًقاط گش K هاتشٗس 

ٖ آٌٗذ (11)ٍ  (10)سختٖ است کِ اص سٍاتظ   .تِ دست ه
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pni ,...,1 (11                                               )  

ٖ کٌٌذ . سٍاتظ تالا هتقاسى تَدى هاتشٗس ًْاٖٗ سا تأٗ٘ذ ه

هاتشٗس ًْاٖٗ تِ دل٘ل استفادُ اص تاتغ ٍصى تا ضؼاع تأث٘ش 

. هحذٍد دس هحاسثِ تَاتغ ضکل، ًَاسٕ خَاّذ تَد

ٖ دٌّذ هاتشٗس  (11)ٍ  (10)ّواى عَس کِ سٍاتظ  ًطاى ه

ضشاٗة ًْاٖٗ تٌْا تِ تؼذاد ًقاط گشّٖ تستگٖ داضتِ ٍ 

ٖ هاًذُ ّا، تِ  ًقاط ّوپَش تٌْا تا تْتش تقشٗة صدى تاق

ٖ کٌٌذ  .تْثَد جَاب ّا کوک ه

 

تظريفتطبيقي-3
 ٗکٖ اص هغالؼات هْن دس صهٌِ٘ هٌْذسٖ ٍ تحل٘ل تغث٘قٖ

ّذف ًْاٖٗ اص اٗي تحل٘ل ّا، تِ . هکاً٘ک هحاسثاتٖ است

دست آٍسدى حل ػذدٕ تا دقت هغلَب ٍ کوتشٗي ّضٌٗٔ 

ّش فشاٌٗذ تظشٗف تغث٘قٖ دٍ تخص . هحاسثاتٖ است

تخص اٍل تشآٍسد کٌٌذُ خغا ٍ دٗگشٕ اتضاسٕ . اغلٖ داسد

ٖ تاضذ تشآٍسد کٌٌذُ ّإ خغا . تشإ فشاٌٗذ تظشٗف ه

 . اتضاسٕ هْن دس ّش فشاٌٗذ تظشٗف تغث٘قٖ است
                                                           

1. Adaptive analysis 

 

 ضاهل دس اجضإ هحذٍد اص سِ سٍش تغشٗف تغث٘قٖ

ِ ّا، جاتجا کشدى  سٗضتش کشى ٗا دسضت تش کشدى ضثک

ِ إ دسٍى ٗاب استفادُ  ِ ّا ٍ تغ٘٘ش دسجِ چٌذ جول ضثک

ٖ ضَد ٖ تَاًٌذ تِ تٌْاٖٗ ٗا تشک٘ثٖ . ه ٕ ّا ه اٗي استشاتژ

ِ تٌذٕ . استفادُ ضًَذ ِ ّا، ضثک دس فشاٌٗذ سٗضتش کشدى ضثک

ِ ّإ جذٗذٕ اضافِ خَاٌّذ  ٖ هاًذ ٍضثک اتتذاٖٗ تاقٖ ه

دس فشاٌٗذ حشکت دّٖ ضثکْْا، تؼذاد کل ًقاط، ثاتت . ضذ

ٖ هاًذ ٍلٖ هحل ًقاط عثق خغاّإ تِ دست آهذُ  تاقٖ ه

ٖ کٌذ ِ إ . تغ٘٘ش ه دس فشاٌٗذ تغ٘٘ش دسجِ چٌذ جول

ِ إ  ٖ کٌٌذ، اها دسجِ چٌذ جول ِ ّا تغ٘٘ش ًو دسٍى ٗاب، ضثک

ٖ کٌذ . دسٍى ٗاب دس سشتاسش داهٌِ تِ غَست هحلٖ تغ٘٘ش ه

هٌاسثتشٗي سٍش تظشٗف تِ دل٘ل اٌٗکِ تؼذاد ًقاط ثاتت 

ٍلٖ دس اجضإ هحذٍد . هٖ هاًذ، حشکت دّٖ ضثکِ است

تِ دل٘ل اٌٗکِ الواى ّا تؼذ اص اٌٗکِ عثق خغاّإ هحاسثِ 

ٖ ضًَذ، تؼضٖ اصآًْا دچاس تذ ضکلٖ  ضذُ حشکت دادُ ه

ٖ ضًَذ تِ . ضذُ ٍ تاػث خشاب ضذى کل فشاٌٗذ حل ه

ّو٘ي دل٘ل دس اجضإ هحذٍد هحثَب تشٗي سٍش تشإ 

ِ ّإ جذٗذ  تظشٗف تغث٘قٖ، استفادُ اص اضافِ کشدى ضثک

اص . است کِ اٗي اهش هستلضم استفادُ اص ّضٌِٗ تالا تش است

آًجا کِ دس سٍش ّإ تذٍى ضثکِ، جاتجاٖٗ ًقاط تِ 

ٖ تاضذ، جاتجاٖٗ تغث٘قٖ ًقاط، جضٍ  ساحتٖ اهکاى پزٗش ه

سٍش ّإ هتذاٍل دس فشاٌٗذّإ تغث٘قٖ دس سٍش ّإ 

ٖ تَاى گفت هؤثشتشٗي سٍش . تذٍى ضثکِ است تِ جشأت ه

تْثَد جَاب ّا، استفادُ اص سٍش جاتجاٖٗ تغث٘قٖ ًقاط 

ٖ تاضذ، ٍلٖ تا ٍجَد توام هضاٗإ اٗي سٍش، ّوچٌاى  ه

تِ اٗي تشت٘ة کِ . هحذٍدٗت ّاٖٗ تشإ آى ٍجَد داسد

ِ إ هتوشکض ٗا  ٖ تَاى ًقاط سا اص حذٕ ت٘طتش دس هٌغق ًو

دس اٗي هقالِ سٍضٖ تشإ تْثَد جَاب ّا اساِٗ . پشاکٌذُ کشد

ضذُ کِ تذٍى جاتجا کشدى ًقاط تِ تْثَد جَاب ّإ 

ٖ کٌذ تٌاتشاٗي پس اص اػوال فشاٌٗذ جاتجاٖٗ . سٍش کوک ه

ٖ تَاى تا استفادُ اص اٗي سٍش تِ تْثَد ّش  تغث٘قٖ ًقاط، ه

 .   پشداختجَاب ّاچِ ت٘طتش 
 



 1391 تابستان، 2، شمارٌ 7  ديرٌ َيدريليك

67 

وزندهينقاطدرمسائلدوبعديدر-4

 CDLSروشبدونشبکه

دس فشاٌٗذ پ٘طٌْادٕ، اتتذا ٍصى تواهٖ ًقاط دس تقشٗة 

هقذاس تاتغ، ٗکساى ٍ تشاتش تا ٗک قشاس دادُ ضذُ ٍ هسألِ 

ٖ ضَد ٖ هاًذُ ّا دس ًقاط ّوپَش تا . حل ه سپس هقذاس تاق

هحاسثِ ضذُ ٍ تِ ػٌَاى  (7)تا  (5)استفادُ اص سٍاتظ 

ٖ ضَد ٍاضح . هؼ٘اسٕ تشإ خغا دس اٗي ًقاط ضوشدُ ه

ٖ هاًذُ ّا دس ًقاط ّوپَش کوتش  است کِ ّشچِ هقذاس تاق

 .تاضذ، هقذاس خغا ً٘ض کوتش خَاّذ تَد

سٍش ٍصى دّٖ پ٘طٌْادٕ، تش اساس اعلاػات حاغل اص 

ٖ ضَد اص آًجا کِ . تشآٍسد خغاّا دس ًقاط ّوپَش اًجام ه

خغا دس تؼضٖ اص ًقاط ّوپَش، هقذاسٕ هثثت ٍ دس 

تؼضٖ دٗگش، هقذاس هٌفٖ داسد، قذسهغلق خغإ تذست 

ٖ ضَد تِ دل٘ل اختلاف  . آهذُ دس هشحلِ قثل هحاسثِ ه

فاحص ت٘ي هقادٗش خغا دس ًقاط ّوپَش، اص لگاسٗتن 

ٖ ضَد تا تقس٘ن اٗي هقادٗش تش هقذاس . هقادٗش خغا استفادُ ه

ت٘طٌ٘ٔ آًْا، هقذاس ًشهالاٗض ضذُ آًْا تِ دست آٍسدُ 

هقذاس هغلق تِ دست آهذُ اص اػذاد حاغل، . خَاّذ ضذ

ٖ آٍسد ٍ تشإ ٍصى دّٖ هجذد  ٍصى ّإ جذٗذ سا تذست ه

تٌاتشاٗي . ًقاط ّوپَش اص اٗي هقادٗش استفادُ خَاّذ ضذ

 :ٍصى پ٘طٌْادٕ ػثاست است اص

(12) ( )
log

max ( )
k

error k
W

error k
  

kWکِ دس آى ام ٍ  kّوپَش   ٍصى جذٗذ هٌػَب تِ ًقغٔ 

error(k) ٔ ٖ تاضذ k هقذاس خغإ تشآٍسد ضذُ تشإ ًقغ . ام ه

حال تشإ تقشٗة تاتغ اص اٗي ٍصى ّإ جذٗذ استفادُ 

ٖ ضَد دس اداهِ سِ هسألٔ ًوًَِ تشإ تشسسٖ اٗي سٍش . ه

 .آٍسدُ ضذُ است

 

مثالهايعددي-5
دس تواهٖ هسائل اساِٗ ضذُ دس اٗي تخص تؼذاد ًقاط داخل 

ّش صٗش حَصُ، حذاقل تؼذاد هَسد ً٘اص تشإ اعوٌ٘اى داضتي 

اص هَجَد تَدى تَاتغ ضکل حذاقل هشتؼات هتحشک 

ٖ ضَد هؼ٘اس ّوگشاٖٗ دس اٗي هسألِ کوتش ضذى .  اًتخاب ه

حذاکثش اختلاف ت٘ي جَاب ّا دس دٍ گام صهاًٖ هتَالٖ اص 

ٖ تاضذ10-5ػذد هفشٍؼ  تشإ حل هسألِ اص گام صهاًٖ .  ه

ِ ساصٕ حَصٓ .  استفادُ ضذُ است1/0تشاتش تا  تشإ گسست

 ًقغِ 2753 ًقغٔ گشّٖ ٍ 709هسألِ اٍل ٍ دٍم اص 

ّوپَش کِ تِ غَست غ٘شٗکٌَاخت دس داهٌِ تَصٗغ 

تؼذد ًقاط گشّٖ ٍ ّوپَش . ضذُ اًذ، استفادُ ضذُ است

.  است5505 ٍ 1409دس هسألِ سَم تِ تشت٘ة تشاتش تا 

تؼذاد تک جولات هَجَد دس چٌذ جولِ إ دسٍى ٗاب 

ٖ تاضذ6هَسد استفادُ تشإ تَل٘ذ تَاتغ ضکل،   . ه

 :هؼادلِ کلٖ حاکن تش تواهٖ هسائل تِ ضکل صٗش است

(13) 0 on
u u u

A B
t x y

  
   

  
 

 

معادلهدوبعديغيرخطيبرگر:مسألهاول-5-1
,تا جاٗگزاسٕ 1A u B  ِهؼادلِ حاکن  (13) دس هؼادل

ٖ آٗذ کِ دس ٗک  (14)تش هسألِ هغاتق ساتغِ  تِ دست ه

 :حَصُ هشتؼٖ تؼشٗف ضذ است

(14) 0
u u u

u
t x y

  
  

  
 

0 1x       ,     0 1y        
 :هسألِ داسإ سِ هشص دسٗچلِ تِ غَست صٗش است

 (0, ) 1 on (0 1)u y y         
 (1, ) 1 on (0 1)u y y          
 ( ,0) 1 2 on (0 1)u x x x     

جَاب دق٘ق هسألِ ٗک ًاپَ٘ستگٖ داسد کِ دق٘قاً دس ٍسظ 

هسألِ تا سس٘ذى تِ حالت دائوٖ . حَصُ قشاس خَاّذ گشفت

ٖ ضَد  CDLSجَاب تِ دست آهذُ اص سٍش هَجَد. حل ه

 آٍسدُ ضذُ 3 ٍ تذٍى استفادُ اص تاتغ ٍصى، دس ضکل 

ٖ هاًذُ، هقذاس خغا دس تواهٖ  .است تا هحاسثِ هقذاس تاق

ٖ آٗذ  4ًوَداس سسن ضذُ دس ضکل . ًقاط ّوپَش تذست ه

تا استفادُ اص خغإ  .ت٘اى گش خغا دس ًقاط ّوپَش است
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تشآٍسد ضذُ دس ًقاط ٍ فشهَل پ٘طٌْادٕ دس تخص قثل، 

ٖ ضَد  .ٍصى ّإ جذٗذٕ تِ ًقاط ّوپَش اختػاظ دادُ ه

حال تا استفادُ اص اٗي ٍصى ّإ جذٗذ اختػاظ دادُ ضذُ 

جَاب . تِ ًقاط، تِ حل هجذد هسألِ پشداختِ ه٘طَد

خغإ تشآٍسد .  آٍسدُ ضذُ است5هسألِ اٗي تاس دس ضکل 

.  آٍسدُ ضذُ است6ضذُ پس اص اػوال تاتغ ٍصى دس ضکل 

ٖ تَاى تِ تْثَد جَاب ّا ٍ 5 ٍ 3تا هقاٗسِ ضکل ّإ   ه

 . تْتش هذل ضذى ضَک پٖ تشد
 

معادلهانتقالدرميدانيباسرعت:مسألهدوم-5-2

ثابت

A,تا جاٗگزاسٕ  u B v  ِهؼادلِ  (13) دس هؼادل 

تِ دست خَاّذ آهذ کِ  (15)حاکن تش هسألِ هغاتق ساتغِ 

 .دس ٗک حَصُ هشتؼٖ تؼشٗف ضذ است

 

 
 ٍ تذٍى CDLSحل هسألِ اٍل تا استفادُ اص سٍش   3شكل 

 استفادُ اص تاتغ ٍصى

 

 
 

   خغإ تشآٍسد ضذُ دس هسألِ اٍل تذٍى استفادُ اص تاتغ ٍصى4شكل 
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 جَاب هسألِ اٍل تا استفادُ اص تاتغ ٍصى  5شكل 

 

 
   خغإ تشآٍسد ضذُ دس هسألِ اٍل تا استفادُ اص تاتغ ٍصى6شكل 

 

0
u u u

u v
t x y

  
  

  
         0 1x       0 1y   

(15) 

 :ضشاٗظ هشصٕ عث٘ؼٖ هسألِ تِ غَست صٗش است
0u          on    0x  ,   0 1y   

1u          on    0y  ,   0 1x   

جَاب دق٘ق هسألِ ضاهل ٗک ضَک است کِ تِ غَست 

قغشٕ دس داخل داهٌِ هشتؼٖ قشاس گشفتِ است کِ دق٘قاً دس 

جَاب تِ دست آهذُ اص . ٍسظ حَصُ قشاس خَاّذ گشفت

 ٍ تذٍى استفادُ اص تاتغ ٍصى، دس  CDLSسٍش هَجَد

 . آٍسدُ ضذُ است7ضکل 
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خغإ تشآٍسد ضذُ دس ًقاط هختلف هحاسثِ ضذُ ٍ دس 

تا استفادُ اص اٗي هقادٗش خغا ٍ . اساِٗ ضذُ است 8ضکل 

سٍش پ٘طٌْادٕ، ٍصى ّإ جذٗذ تِ ًقاط اختػاظ دادُ 

ٖ ضَد تا استفادُ اص اٗي ٍصى ّإ جذٗذ، جَاب هسألِ تِ . ه

ٖ آٗذ9غَست ضکل   9 ٍ 7تا هقاٗسٔ ضکل ّإ .  تذست ه

ٖ تَاى تِ تْتش هذل ضذى ضَک دس اثش اػوال تاتغ ٍصى پٖ  ه

خطای به دست آمده از حل مجدد مسأله با استفاده از . تشد

( 10)وزن های اختصاص داده شده به صورت نمودار 

 .می باشد

 

 

 
 جَاب هسألِ اٍل تذٍى استفادُ اص تاتغ ٍصى  7شكل 

 

 
  ٍصىخغإ تشآٍسد ضذُ دس هسألِ دٍم تذٍى استفادُ اص تاتغ  8شكل 
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 جَاب هسألِ دٍم تا استفادُ اص تاتغ ٍصى  9شكل 

 

 
 خغإ  تشآٍسد ضذُ هسألِ دٍم  تا استفادُ اص تاتغ ٍصى 10شكل 

 

معادلهانتقالدرميدانيبا:مسألهسوم-5-3

سرعتمتغير

A,تا جاٗگزاسٕ  y B x   ِهؼادلِ  (13) دس هؼادل

تِ دست خَاّذ آهذ کِ  (16)حاکن تش هسألِ هغاتق ساتغِ 

 . دس ٗک حَصُ هشتؼٖ تؼشٗف ضذ است

(16) 0
u u u

y x
t x y

  
  

  
           

1 1,x            0 1y   
 :ضشاٗظ هشصٕ هسألِ تِ غَست صٗش است
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( 1, ) 1u y          on        0 1y   

( ,1) 0u x            on        0.5 1x   
( ,0) 0u x           on        0.35 1x   
( ,0) 0u x           on        1 0.65x     

( ,0) 1u x            on        1 0.65x     
 :جَاب تحل٘لٖ اٗي هسألِ تِ غَست صٗش است

(17) 
2 2 0.5( , ) 1 0.35 ( ) 0.65

( , ) 0 otherwise

u x y x y

u x y

    



 

ٖ ضَد جَاب تِ . هسألِ تا سس٘ذى تِ حالت دائوٖ حل ه

 ٍ تذٍى استفادُ اص  CDLSدست آهذُ اص سٍش هَجَد

اص آًجا کِ .  آٍسدُ ضذُ است11تاتغ ٍصى، دس ضکل 

ٖ تَاى خغإ  جَاب دق٘ق هسألِ دس دستشس است، ه

 ٍ 12جَاب دق٘ق هسألِ دس ضکل . ٍاقؼٖ سا هحاسثِ کشد

خغإ .  آٍسدُ ضذُ است13هقذاس خغإ ٍاقؼٖ دس ضکل 

 14تشآٍسد ضذُ دس ًقاط ّوپَش هحاسثِ ضذُ ٍ دس ضکل 

تا استفادُ اص اٗي هقادٗش خغا ٍ . ًطاى دادُ ضذُ است

سٍش پ٘طٌْادٕ، ٍصى ّإ جذٗذ تِ ًقاط اختػاظ دادُ 

ٖ ضَد ٖ آٗذ15جَاب هسألِ تِ غَست ضکل . ه .  تذست ه

 16خغإ تِ دست آهذُ اص حل جذٗذ هسألِ دس ضکل 

دس اٗي هسألِ تِ هٌظَس اسصٗاتٖ کوّٖ تأث٘ش . آهذُ است

ّواى عَس کِ اٗي .  تِْ٘ ضذُ است1ٍصى دّٖ، جذٍل 

ٖ دّذ، استفادُ اص سٍش ٍصى دّٖ تغث٘قٖ  جذٍل ًطاى ه

 . خَاّذ ضذ CDLSتاػث تْثَد ًتاٗج سٍش 

 
 حل هسألِ سَم تذٍى استفادُ اص تاتغ ٍصى  11شكل

 

 
 جَاب دق٘ق هسألِ سَم  12شكل 
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 خغإ ٍاقؼٖ هسألِ سَم قثل اص استفادُ اص تاتغ ٍصى  13شكل 

 

 
 خغإ تشآٍسد ضذُ هسألِ سَم تذٍى استفادُ اص تاتغ ٍصى  14شكل 

 

 
 جَاب هسألِ سَم تا استفادُ اص تاتغ ٍصى  15شكل 
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 خغإ ٍاقؼٖ هسألِ سَم پس اص استفادُ اص تاتغ ٍصى  16شكل 

 

 اثش تاتغ ٍصى تش هقذاس خغإ ٍاقؼٖ دس هسألِ سَم  1جديل 

 
 کمتريه

 اودازٌ خطا

 بيشتريه 

 اودازٌ خطا

 مجمًع 

 اودازٌ خطا

 تذٍى استفادُ اص تاتغ ٍصى -252/5 10
 

05/1  9/44  

 تا استفادُ اص تاتغ ٍصى -284/9 10
 

26/0  5/44  

 

نتيجهگيري-6
دس اٗي هقالِ ٗک سٍش کن ّضٌِٗ تِ ًام ٍصى دّٖ تغث٘قٖ 

دس سٍش حذاقل هشتؼات گسستِ ّوپَش تشإ تْثَد 

ٖ هاًذُ ّا . ًتاٗج حاغل اسائِ ضذ دس اٗي سٍش اص تاق

ِ ػٌَاى هؼ٘اس تشاٍسد کٌٌذٓ خغا استفادُ ضذُ است . ت

ٍصى دّٖ ًقاط دس اٗي سٍش تا استفادُ اص هقادٗش تشاٍسد 

ٖ گ٘شد تا اٗي . ضذُ خغاّا دس ّش ًقغِ ّوپَش غَست ه

ٍصى دّٖ، دس هشاحل حل تِ سٍش حذاقل هشتؼات، توشکض 

ت٘طتشٕ سٍٕ هٌاعقٖ تا خغإ تالا ضذُ ٍ تذٗي غَست 

ٖ تَاى اًتظاس داضت کِ جَاب ّا دس اٗي ًقاط تا ک٘ف٘ت  ه

تشإ تشسسٖ سٍش اسائِ ضذُ، سِ . تْتشٕ تذست آٌٗذ

دس تواهٖ اٗي هسائل، جَاب . هسألِ ًوًَِ حل ضذُ است

دس هسألِ اٍل هقذاس . تا ٗک ًاپَ٘ستگٖ ّوشاُ تَدُ است

 CDLSت٘طٌ٘ٔ خغإ تشاٍسد ضذُ تا حل تِ سٍش هؼوَل 

 تَدُ کِ پس اص حل تا سٍش اسائِ ضذُ، اٗي 34/21تشاتش تا 

دس ّو٘ي .  کاّص پ٘ذا کشدُ است23/12هقذاس خغا تِ 

هسألِ تا هقاٗسٔ ت٘ي خغَط ّوتشاص سسن ضذُ تشإ 

ٖ تَاى تِ تْتش ضذُ ک٘ف٘ت هذل ضذى ضَک  جَاب ّا ً٘ض ه

 کاساٖٗ 9 ٍ 7دس هسألِ دٍم ً٘ض تا هقاٗسِ ضکلْإ . پٖ تشد

سٍش اسائِ ضذُ دس حزف تشخٖ اص ًَساى ّإ ًضدٗک 

ٖ ضَد دس هسألِ سَم ػلاٍُ تش . ًاپَ٘ستگٖ، هطخع ه

ًطاى دادى هضٗت سٍش اسائِ ضذُ، تِ تشسسٖ ػولکشد 

ّواى عَس کِ . تشاٍسد کٌٌذُ خغا ً٘ض پشداختِ ضذُ است

ٖ دٌّذ، تشاٍسد کٌٌذٓ خغا تِ 17 ٍ 16ضکلْإ   ًطاى ه

تِ اٗي . خَتٖ سفتاس خغإ ٍاقؼٖ سا ًطاى دادُ است

تشت٘ة ًتاٗج حاغلِ ت٘اى گش تْثَد ًتاٗج ٍ تْتش تقشٗة صدُ 

ٖ ّا تا استفادُ اص اتضاس پ٘طٌْادٕ است تا . ضذى ًاپَ٘ستگ

اٗي حال تا تَجِ تِ اٌٗکِ جاتجاٖٗ ًقاط هؤثشتشٗي سٍش 

ٖ ضَد پس اص اػوال  تشإ تْثَد جَاب ّاست، پ٘طٌْاد ه

فشاٌٗذ جاتجاٖٗ تغث٘قٖ ًقاط، تا استفادُ اص سٍش اسائِ 

 .  ضذُ تِ تْثَد ّش چِ ت٘طتش جَاب ّا پشداختِ ضَد
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 خغإ تشآٍسد ضذُ هسألِ سَم پس اص استفادُ اص تاتغ ٍصى  17شكل 

 

فهرستعلايم-7
 B ػولگش دٗفشاًس٘لٖ

 f ً٘شٍ ٗا هٌاتغ اػوال ضذُ تش حَصُ هسألِ
 ضؼاع داهٌِ تاث٘ش ٗک ًقغِ ّوپَش

sd 
ٖ هاًذُ ّا دس حَصُ هسألِ ٍ هشصّا  J هجوَع هشتؼات تاق

 K هاتشٗس سختٖ 

 L ػولگش دٗفشاًس٘لٖ

 تؼذاد کل ًقاط ّوپَش
M 

  اه٘ي ًقغِ ّوپَشkام دس iهقذاس تاتغ ضکل 
iN 

 تؼذاد ًقاط گشّٖ ٍاقغ دس حَصُ هسألِ ٍ سٍٕ هشصّا 
pn 

تؼذاد کل ًقاط ّوپَش قشاس گشفتِ تش سٍٕ ًقاط 

 گشّٖ دس هشص هطتقٖ
tn 

تؼذاد کل ًقاط ّوپَش قشاس گشفتِ تش سٍٕ ًقاط 

 گشّٖ دس هشص دسٗچلِ
un 

 n  اه٘ي ًقغِ ّوپَش kتؼذاد ًقاط گشّٖ دس داهٌِ
ٖ هاًذُ دس حَصُ هسألِ ) هقذاس تاق )d

kR 
ٖ هاًذُ دس هشص هطتقٖ  ) هقذاس تاق )t

kR 
ٖ هاًذُ دس هشص دسٗچلِ ) هقذاس تاق )u

kR 
 U تشداس پاهتشّإ هجَْل دس ًقاط گشّٖ

 دس uتاتغ تقشٗة صًٌذُ هقذاس تاتغ هجَْل

 kاه٘ي ًقغِ ّوپَش 
 ku x 

 W هقادٗش ٍصًٖ اختػاظ دادُ ضذُ تِ ّش ًقغِ گشّٖ ّوپَش
 امkٍصى جذٗذ هٌػَب تِ ًقغِ ّوپَش 

kW 

 ًقغِ ّوپَش ٍاقغ دس داخل حَصُ هسألِ ٍ ٗا سٍٕ هشصّا
kx

 
  ضشٗة پٌالتٖ
  ضشٗة پٌالتٖ

 هشص هطتقٖ
t 

 هشص عث٘ؼٖ
u 

 Ω حَصُ هسألِ
 error(k)  اه٘ي ًقغِ ّوپَشkهقذاس خغإ تشآٍسد ضذُ دس 
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