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Abstract 

Introduction: Weirs are one of the most common hydraulic structures and are used to regulate 

the upstream approach flow depth, measure the flow discharge, and evacuate the excess flow 

discharge in dams, irrigation and drainage networks. Based on the ratio of the total head of 
the upstream approach flow to the length of the weir, weirs of finite crest length are 

categorized into four main groups, namely sharp-crested, short-crested, broad-crested, and 

long-crested type weirs. The thickness of the crest results in different velocity and pressure 
profiles over the weir crest and consequently tends to various flow behaviors. The short-

crested weirs are categorized as three different types, including ogee, circular-crested, and 

hydrofoil weirs. The hydrofoil weirs are a type of short-crested weirs that are designed on the 
basis of the airfoil theory. This kind of weirs has some merits compared to the other types, 

such as the high discharge coefficient, stability and submergence limit, and low fluctuations 

of pressure and water free-surface profile. Despite the extensive studies have been carried out 
on the hydraulic characteristics of the ogee and circular-crested weirs, there is a lack of 

comprehensive studies on the hydrofoil weirs, and therefore the flow characteristics over the 

hydrofoil weirs are still unknown.  

Methodology: A hydrofoil weir is designed, on the basis of the Joukowsky transformation 

function to the equation of a reference circle on the source coordinate plane. The weir pattern 

generated on the destination coordinate plane is a function of the radius and the coordinate of 
the center of the circle on the source coordinate plane. If the center of a circle in the source 

coordinate plane is offset just on the horizontal axis, the Joukowsky transformation yields a 

symmetric hydrofoil. In this situation, if the center of a circle in the source coordinate plane is 
offset as large as the radius of the reference circle, the Joukowsky transformation yields a 

circular-crested weir. On the other hand, if the center of the circle in the source coordinate 

plane is offset on both the horizontal- and vertical axis, the Joukowsky transformation yields 
an asymmetric hydrofoil. So far, only three published studies have examined the flow 

characteristics over symmetrical hydrofoil weirs. In symmetric hydrofoil weirs, the height of 

the weir is small, therefore these weirs have received less attention by the researchers till now. 
Whereas, by applying the asymmetric hydrofoil weirs instead of the symmetric ones, the weir 

height increases to be used for practical purposes. The present research subjects to study the 

flow behavior over the asymmetric hydrofoil weirs using experimental and numerical models. 

An experimental and numerical study was conducted, applying  three  and  five models of the
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asymmetric hydrofoil weirs, respectively, designed on the basis of the Joukowsky transform 

function. Numerical simulations were performed using open source, OpenFoam v.4.0.1, CFD 

software. The interFoam solver and the VOF (volume of fluid) method is used to achieve the 
water free surface profiles and the other hydrodynamic characteristics of the flow field. The 

PIMPLE (pressure implicit method for pressure linked equations) algorithm was applied to 

couple the pressure and velocity equations in two-phase flows. In the present study, 
structured meshes with hexahedral elements were created by the blockMesh utility of 

OpenFOAM software. To generate a finer grid mesh close to the weir body and along the water 

free surface, snappyHexMesh utility was applied. To validate the numerical results, former 
experimental results and the present experimental data of different hydrofoil weirs were 

applied. Based on the recommendations of former studies, the k-ω SST turbulence model was 

used for the determination of flow characteristics over the hydrofoil weirs. 

Results and discussion: The results of the numerical simulations including different 

geometrical characteristics, showed that the asymmetric hydrofoil weirs decrease the 

possibility of cavitation and the range of positive pressure downstream of the weir compared 
to those of circular-crested weirs, without decreasing the weir height. Also, in the asymmetric 

hydrofoil weirs, the results demonstrated that the greatest bed shear stresses and the 

compressive forces occur at the downstream end of the hydrofoil weir with a more camber, 
therefore, the downstream zone of these weirs is responsible for large values of bed erosion. 

Furthermore, the possibility of the downstream bed erosion is the same for the circular-crested 

weirs and the asymmetric hydrofoil weirs, having equal height.  

Conclusion: Finally, by applying asymmetric hydrofoil weirs instead of circular-crested weirs, 

unfavorable flow conditions would be removed, leading to a more safe and economic 

hydraulic structures, without decreasing the weir structural height. 

Keywords: Bed shear stress, Joukowsky transform function, OpenFoam software, Pressure 

distribution, Velocity profile. 
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است.    )دارای خمیدگی(  نامتقارن  روی سرریزهای هیدروفویل  عددی و آزمایشگاهی جریان  بررسی و ارزیابیحاضر  پژوهش  از  هدف    :چکیده

های  سازی از مدل  دست آمدهبهشد. نتایج استفاده  OpenFoam v. 4.0.1 بازمتن افزارسازی عددی از نرم منظور مدل به در این پژوهش 

با استفاده از تابع تبدیل   طراحی شدههای آزمایشگاهی سرریز هیدروفویل مدلپیشین و  هایبررسیعددی با استفاده از نتایج آزمایشگاهی 

سازی جریان عبوری  برای شبیه  SST k-ωپیشین، مدل آشفتگی  های  بررسیهای  توصیه  رب بنا    .شدندارزیابی  ،  حاضر  پژوهشدر  ژوکوفسکی  

های هندسی متفاوت، نشان داد که استفاده از سرریز  یازای ویژگ  ه های عددی بسازیاز روی سرریزهای هیدروفویل استفاده شد. نتایج شبیه

دست سرریز را نسبت به سرریز  و دامنه فشارهای مثبت در پایین  ( کاویتاسیون)  رخداد خلأزاییاحتمال  تواند  می  ،هیدروفویل دارای خمیدگی

که در سرریزهای هیدروفویل دارای خمیدگی،   ندنتایج نشان دادنین چه ارتفاع سرریز کاهش یابد. همکبدون آن ؛ای کاهش دهددایرهتاج

د و در نتیجه احتمال  ندهدست سرریز هیدروفویل با خمیدگی بیشتر رخ میهای برشی بستر و نیروهای فشاری در پایینبیشترین تنش

و سرریز  ای دست سرریز تاج دایرهدر پایینفرسایش  رخدادبر این، احتمال  افزوندست این نوع از سرریزها بیشتر است. فرسایش در پایین

یل  وز سرریز هیدروفای بزرگتر افرسایش در سرریزهای تاج دایره  رخداد اما محدوده    ؛ارتفاع با آن یکسان استهمیل دارای خمیدگی  وهیدروف

تواند مشکلات یاد شده  هیدروفویل دارای خمیدگی، میاز سرریز استفاده ، دست آمدهبهنتایج  مبنایارتفاع آن است. بر همدارای خمیدگی 

 ای را مرتفع سازد، بدون آن که ارتفاع سرریز کاهش یابد. در سرریزهای تاج دایره

 

 .توزیع فشار، تنش برشی بستر رخ سرعت،نیم ،OpenFoamافزار رمن  ژوکوفسکی، تبدیل  واژگان:کلید 

 

 مقدمه -1
 های مورد استفاده در سدها وسرریزها از جمله سازه

آبیاری های ها در شبکهآبیاری هستند. این سازههای ه بکش

منظور کنترل ارتفاع برای تنظیم و توزیع آب و در سدها به

و بخش قابل  شونداستفاده می و حجم آب و تخلیه سیلاب

های ساخت سد را به خود اختصاص توجهی از هزینه

به ها دارای انواع گوناگونی هستند و دهند. این سازهمی

را با شرایط   سازگاریشوند که بیشترین  یطراحی م  ایگونه

سرریزها از  موجود و محیط پیرامون خود داشته باشند.

ترین مورد در مهم  شوند.بندی میهای مختلفی تقسیمجنبه 

 مبنا بندی سرریزها، ضخامت تاج سرریز است. بر این  تقسیم

پهن باریک و لبهتیز، لبهسرریزها در سه گروه، سرریزهای لبه

شود که توزیع شوند. ضخامت تاج سبب میندی میبتقسیم

آن رفتار سرریزها   نتیجه  درفشار و سرعت روی تاج سرریز و  

در سرریزهای لبه باریک . (Bos, 1976) متفاوت باشد

خطوط جریان عبوری از روی تاج سرریز دارای انحنا بوده و 

اگرچه اجرای  توزیع فشار غیرهیدرواستاتیک است.

پهن تیز و لبهباریک دشوارتر از سرریزهای لبهسرریزهای لبه

توزیع فشار و سرعت   چگونگیعلت  است، اما این سرریزها به

دارای ضریب دبی بالاتری نسبت به خود در بالای تاج 
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باریک سرریزهای لبه تیز هستند.پهن و لبهسرریزهای لبه

ن به  توادارای انواع مختلفی هستند که از آن جمله می

 ۱یا هیدروفویل  و سرریزهای خط جریانی  آبریزسرریزهای لبه 

 نظریه از سرریزهای هیدروفویل در طراحی اشاره کرد.

 ,.Jacobs et al)( ۱)شکل  شودها استفاده میباله (تئوری)

 و  ۱Hطول سرریز،    Lارتفاع سرریز،   Wدر این شکل   .1933(

۱h نسبت به بالادست در آب  عمقکل و  (هد) بار به ترتیب

به ترتیب عمق جریان در بالادست،   3Y  و  ۱Y  ،۲Y  سرریز وتاج  

 ایسرریز تاج دایره .هستنددست سرریز روی تاج و پایین

سرریزهای است. نوع خاصی از سرریزهای هیدروفویل 

جریانی دارای علت دارا بودن مقطع خطهیدروفویل به

توان به بالا فراوانی هستند که از آن جمله می هایبرتری

بودن ضریب دبی در این سرریزها اشاره کرد. این سرریزها 

کمتری را در طول مسیر    آشفتگینسبت به سرریزهای دیگر  

حد استغراق و پایداری  دارایکنند و جریان ایجاد می

بحرانی بالادست را به ( زیر) فرو و جریانهستند بیشتری 

فرا با سطحی هموار و بدون آشفتگی به جریان آرامی و 

 ,Bagheri)د نکندست تبدیل میبحرانی در پایین( فوق )

2017; Bagheri and Kabiri-Samani, 2017) با توجه به .

شکل خاص سرریزهای هیدروفویل، این نوع از سرریزها در 

بحرانی به فراصورت معکوس در مسیر جریان  صورتی که به

توانند باعث حذف پرش بحرانی قرار گیرند، میفرو

 بحرانی شوند فروبحرانی به فراهیدرولیکی در تبدیل جریان 

(Kabiri-Samani et al., 2014 .)تا به  آبریزسرریزهای لبه

 اندامروز توجه بسیاری از محققین را به خود معطوف داشته
(Hager, 1991; Savage and Johnson, 2001; Johnson 

and Savage, 2006; Tullis, 2011; Hong et al., 2018) . 
 هایبررسیدر میان سرریزهای هیدروفویل نیز تاکنون 

 است     شده  انجام      ایدایره    تاج    هایسرریز  زمینه  زیادی در  
(Matthew, 1963; Montes, 1970; Sarginson, 1972; 

Ramamurthy and Vo, 1993; Chanson and Montes, 

1998; Heidarpour and Chamani, 2006; Castro-

Orgaz, 2008; Schmocker et al., 2011; Kabiri-Samani 

and Bagheri, 2014; Castro-Orgaz and Hager, 2017).  

دیگر سرریزهای  انجام شده در زمینههای بررسیدر مقابل 

 هیدروفویل اندک است.

 
1 Streamlined or hydrofoil weirs   

 
Fig. 1 Schematic view of a hydrofoil weir   

مایی از سرریز هیدروفویلش 1شکل   

 

Lakshmana Rao and Jagannadha Rao (1973)   نخستین  

 جریان در سرریزهای هیدروفویل   هایویژگیتحقیق را روی  

 از چهار مدل سرریز هیدروفویل نانجام دادند. آنا متقارن

ای استفاده کردند. نتایج استوانه یک سرریز نیمو  متقارن

آن  نتیجه درو  فشارهای منفی رخدادنشان داد که احتمال  

ای بیشتر از سرریزهای استوانهدر سرریزهای نیمخلأزایی 

  Castro-Orgaz and Hager (2014) هیدروفویل است.

گرد، مقیاس برجریان در روی سرریزهای لبه هایگذاریاثر

نشان  نشامل سرریزهای هیدروفویل را بررسی کردند. آنا

 انحنای تاج  شعاع  کمترینگرد با  دادند که در سرریزهای لبه

m 0۱/0 =b R ازای بهm 0۴/0 ≥  ۱H ، جریان تحت تأثیر

های ویژگی Bagheri (2017) .یستمقیاس نهای اثرگذاری

 متقارن  هیدروفویلمدل سرریز  ۱۲هیدرولیکی جریان در 

منظور  بهوی    .کردبررسی    عددی و آزمایشگاهیصورت  بهرا  

از  هیدروفویلجریان در سرریزهای  عددی سازی شبیه

 کرد و مدل آشفتگی استفاده OpenFoam باز افزار متن منر

SST k-ω  را به عنوان یک مدل آشفتگی مناسب در

معرفی کرد.  این سرریزهاسازی جریان عبوری از روی  شبیه 

کف  فشار  کمتریندر یک دبی ثابت،    نتایج وی نشان داد که

مربوط به  خلأزایی رخدادآن بیشترین احتمال  نتیجه درو 

های برشی بیشترین تنشهمچنین    است. ایسرریز تاج دایره

دست در پایینو در نتیجه بیشترین احتمال فرسایش بستر 

 دهد.ای رخ میزهای تاج دایرهسرری

سرریزهای هیدروفویل  جریان در هیدرولیکی هایویژگی

تاکنون تنها با درنظر گرفتن پارامتر خروج از مرکزیت نسبی 

 نظریه دهنده ضخامت ایرفویل در  در طراحی سرریز که نشان

در این حالت یک سرریز  هاست، بررسی شده است.باله

در صورتی که اگر تنها  شود.هیدروفویل متقارن حاصل می
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طراحی سرریزها استفاده پارامتر خروج از مرکزیت نسبی در  

شود؛ ارتفاع سرریز کم شده و باعث غیرکاربردی شدن این 

این نوع  نوع سرریزها خواهد شد. به همین دلیل استفاده از 

در   .رفته استسرریزها تا به امروز کمتر مورد توجه قرار گ

بر پارامتر  افزونصورتی که در طراحی سرریز هیدروفویل 

 هاباله  نظریهدر    پارامتر خمیدگی  از  خروج از مرکزیت نسبی،

بدون آنکه  ،شودنیز استفاده شود، ارتفاع سرریز بیشتر می

طول سرریز تغییر کند. در این حالت یک سرریز هیدروفویل 

حاضر بررسی  پژوهشهدف از  شود.نامتقارن حاصل می

هیدرولیکی جریان عبوری از سرریزهای   هایویژگیتر  جامع

از استفاده با  (دارای خمیدگی) نامتقارن هیدروفویل

 .است عددیو  های آزمایشگاهیمدل

 

 روش انجام تحقیق  -۲
 نامتقارن  طراحی سرریز هیدروفویل    - 1-۲

 ۱یک سرریز هیدروفویل با اعمال تبدیل همدیس ژوکوفسکی

مقطع دایره را در   a۲شود. شکل به مقطع دایره ایجاد می

دهد. معادله این نشان می c با خروج از مرکزیت wصفحه 

 صورت زیر است: به wدر صفحه  Rدایره با شعاع 

( )0 exp − =w w R i           

( ) ( )exp exp  = + − −  w R i i            

- 2 -                                                                       (1) 

( معادله w/۲κ+w=  z) با اعمال تبدیل ژوکوفسکی

 آید:دست میبه صورت زیر به  zهیدروفویل در صفحه 

( ) ( )

( ) ( )

2

exp exp

exp exp

  



  

= + − −  

+
+ − −  

z R i i

R i i

                                (2) 

 متغیر مختلط در صفحه جدید  z = x + iy،  های بالارابطهدر  

متغیر مختلط در صفحه اصلی است.  + iη w = ξ و

یکه موهومی با  iحقیقی و  اعداد yو  ξ ،η ،xپارامترهای 

 к = پارامتر ثابت تبدیل ژوکوفسکی .است  ۲i = -۱ ویژگی

|ξc| - R خمیدگیپارامتر  و است (R/yc)۱-= sin β  .است 

هیدروفویل حاصل از تبدیل ژوکوفسکی وابسته  هایویژگی

به شعاع و میزان خروج از مرکزیت نسبی دایره اصلی در 

در  است. βو خمیدگی  )R/ξc=  λ(راستای محور افقی 

 نتیجه ،صورتی که دایره در مبدأ مختصات واقع شده باشد

خواهد بود. در صورتی که دایره   zتبدیل، یک خط در صفحه  

 هیدروفویلباشد، یک    ξدارای خروج از مرکزیت در راستای  

در شرایطی که دایره دارای  ومتقارن )بدون خمیدگی( 

 هیدروفویلباشد، یک  ηو  ξخروج از مرکزیت در راستای 

نوع  (.Olver, 2014) آیدوجود میخمیدگی( به بامتقارن )نا

خاصی از سرریز هیدروفویل با خروج از مرکزیت نسبی برابر 

 .(b۲)شکل  است اییک، سرریز تاج دایره

 

 آزمایشگاهی مدل  - ۲-۲

و  سازی عددیبه منظور ارزیابی نتایج مدل در این تحقیق

مقایسه رفتار جریان عبوری از روی سرریزهای هیدروفویل 

با  ایو سرریز تاج دایره های متفاوتخمیدگی با نامتقارن

-Bagheri and Kabiri هایبررسیدر  مترسانتی ۲0شعاع 

Samani (2017)، 3 مدل آزمایشگاهی سرریز هیدروفویل 

خروج از متر، سانتی ۲0مرجع  دایره با شعاع نامتقارن

  شیب و    ۲/0و    ۱/0،  0های  ، خمیدگی375/0  نسبی  مرکزیت

صورت  بهطراحی و  (۲)استفاده از رابطه  با 90˚بالادست 

هندسی  هایویژگی .شدندسازی مدلآزمایشگاهی 

شده است. برای ساخت   ارائه  ۱های یاد شده در جدول  مدل

ها مدل یهمهنیمرخ طولی  در آغاز ،های آزمایشگاهیمدل

برای هر طرح ترسیم  آنگاه. شدرسم  AutoCadافزار با نرم

این دو مقطع   وشده، دو مقطع طولی بر روی ورق آهن ایجاد  

با استفاده از ورق آهن ضدزنگ با عرضی برابر با عرض کانال 

 هایمنظور برداشت نیمرخ تغییر. بهشدندصل متبه یکدیگر 

متر در میلی ۲ هایی به قطرفشار وارد بر کف سازه، سوراخ

و  شدندمشخص ایجاد  هایفاصلهخط مرکزی سازه و به 

هر یک . شدها متصل لوله پیزومتر به هر یک از این سوراخ

، ۱۱با طول  های ساخته شده در کانال آزمایشگاهاز مدل

کواریوم آو توسط چسب    مستقر  متر  7/0  و ارتفاع    ۴/0  عرض

   شدند.بندی آب

سنج  گیری دبی جریان عبوری از یک دبیبرای اندازه

 های سرعت از دستگاهطیس، برای برداشت نیمرخالکترومغنا

 و برای تعیین عمق جریان از   ADVسنج صوتی داپلر  سرعت

 
1  Joukowsky conformal transformation    
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Fig. 2 (a) Reference circles with eccentricity w0 = (cξ,cη) and (b) hydrofoil shapes created from Joukowsky transformation 

ژوکوفسکی  از تبدیل  دست آمدهبه  مقطع هیدروفویل   ηc,ξc(= o w  (b)(با خروج از مرکزیت    مرجع  هدایرمقطع   (a)  ۲شکل 

 

. شد متر استفادهت یک میلیسنج مکانیکی با دقیک عمق

نشان داده شده   (3)  های ساخته شده در شکلنمایی از مدل

 .   است

 

 های آزمایشگاهی های هندسی مدلویژگی 1جدول 
Table 1 Geometric characteristics of the experimental 

models 

L (m) W (m) β λ R (m) model 
0.582 0.137 0 0.375 0.2 1E 
0.581 0.159 0.1 0.375 0.2 2E 
0.578 0.182 0.2 0.375 0.2 3E 

 

 
Fig. 3 A number of experimental models 

 بررسیآزمایشگاهی مورد  های  از مدل  شماری  3شکل 

  

 سازی عددیمدل - 3-۲

روی جریان  سازی عددیمنظور مدلحاضر به پژوهشدر 

  OpenFoam v. 4.0.1افزار از نرم سرریزهای مورد بحث

نگارش  ++Cبه زبان  OpenFoamافزار نرمشد. استفاده 

  interFoam از حلگر دوفازی برای حل جریان. یافته است

( توسعه یافته، VOFروش جزء حجم سیال ) مبنایه بر ک

سازی  برای گسسته .(Lopes, 2013)  استفاده شده است

های اندازه حرکت و پیوستگی در دامنه حل از روش رابطه

برای ترم   Eulerسازی های گسستهحجم محدود و روش

 Gauss linearبرای ترم گرادیان،  Gauss linearزمانی، 

corrected  برای ترم لاپلاسین وGauss linearUpwind  و

Gauss vanleer  به ترتیب برای مقادیر سرعت و آلفا در

 هایهحل معادلمنظور به ترم دیورژانس استفاده شد.

ک که ی PIMPLEاز الگوریتم ، ناویراستوکس شدهگسسته

وابسته به فشار های همعادلضمنی فشار مبنا برای روش 

و  SIMPLEهای حل ترکیبی از الگوریتماست، بر مبنای 

PISOاستفاده شد ، (HU et al., 2016 ؛Gourbesville et 

al., 2018). در آغاز منظور ترسیم هندسه و تولید شبکه،به 

با متر  03/0و عرض  5/0، ارتفاع 3به طول  پایه شبکه 

برای ترسیم  آنگاهایجاد شد.  blockMeshاستفاده از فایل 

بعدی و برای تولید مش سهو  Salomeافزار سرریزها از نرم 

 استفاده شد. SnappyHexMeshریز کردن مش از ابزار 

ایجاد شده در اطراف یک سرریز  مشای از نمونه ۴شکل 

به علت نتایج  بررسیدر این  .دهدمینشان  را هیدروفویل

، از هیدروفویل در سرریزهای SST k-ωبهتر مدل آشفتگی 

  .(Bagheri, 2017) شداستفاده  SST k-ωمدل آشفتگی 
 

 
Fig. 4 Mesh generation around a hydrofoil weir 

 هیدروفویل سرریز  ایجاد شده در اطراف    مش 4شکل 

 

برای  محاسبات،به دلیل کاهش هزینه  سازیدر این مدل

  symmetry Planeهای جانبی کانال از شرط مرزی دیواره
بعدی سازی سه، به جای شبیهبا این شرط  برابر  استفاده شد.

κ 

κ-Re-iβ 

-Re-iβ 

cξ 

cη 

wR 

β 

η 

ξ 

y 

x 

z = w+κ2/w 

w-plane 
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از   دوبعدی مدل پرداخته شده و نتایج حاصلسازی  به شبیه

در فایل  شود.مدل دوبعدی به کل سیستم تعمیم داده می

دینامیکی است(   پویایی یا  که بیانگر فشار  P-rghفشار )فایل  

ها از شرط مرزی گرادیان برای ورودی، خروجی و دیواره

  total Pressureصفر و برای مرز بالایی کانال از شرط مرزی  

برای   استفاده شد که مقدار آن برابر فشار اتمسفر است.

 variable Heightسرعت در ورودی کانال از شرط مرزی 

Flow Rate Inlet Velocity   ،استفاده شد که با توجه به آن

برای ورودی کانال درنظر  مقدار ثابت دبی در واحد عرض

گرفته شد. سرعت در خروجی کانال توسعه یافته 

  zero Gradientهیدرودینامیکی فرض شد و از شرط مرزی 

اصل عدم  برابرها استفاده شد. مقدار سرعت روی دیواره

لغزش صفر درنظر گرفته شد که با توجه به آن شرط مرزی 

fixed Value   به مدل اعمال شد. در فایل هایk   وω برای ،

و برای خروجی و  fixed Valueورودی از شرط مرزی 

 Farshi) استفاده شد inlet Outletاتمسفر از شرط مرزی 

et al., 2018  .)  در فایل هایk    وωروی    ، برای شرایط مرزی

 استفاده شد که با توجه به آن مقدار   ۱ها از تابع دیوارهدیواره

ν/*yu =+ y  گیرد. در قرار می 300تا  30در محدوده بین

لزجت   νفاصله از بستر و    yسرعت برشی،    u*رابطه یاد شده،  

 (.Tennekes and Lumley, 1972) سینماتیکی سیال است

بررسی همگرایی با استفاده از کنترل خطا در رابطه 

 هایپذیریپیوستگی نسبت به زمان انجام شد که تغییر

دبی در  همچنین. بود 10-9خطای جرم با زمان کمتر از 

 از گذشت  پسکه    مقایسه شدمقطع ورودی و خروجی کانال  

زمانی  میانگینحل، دبی ورودی با  آغازثانیه از  5 در حدود

. که دلیل بر همگرایی نتایج است بوددبی خروجی یکسان 

 شمار حساسیت شبکه و بررسی  (آنالیز) تحلیل منظورهب

بندی ارزیابی شد در سه حالت مش ۲E مدل ش بهینه،م

( حل واگرا  Mesh1بندی درشت ). در حالت شبکه(۲جدول  )

های نیمرخ 5و در دو حالت دیگر حل همگرا شد. شکل 

بندی حاصل از شبکه  سرعت را روی تاج سرریز مورد بررسی،

بندی ریزتر ( و شبکهMesh 2)   بررسیمورد استفاده در این  

بکه ریزتر با این شکل، ش  برابردهد.  ( نشان میMesh 3شده )

 
1 Wall function 

کند که این امر تغییر چندانی را در نتایج ایجاد نمی

منظور مش مورد استفاده است. به شماردهنده کفایت نشان

برابر    y +مقدار کیفیت مش در نزدیکی بدنه سرریزبررسی 

 محاسبه شد که در محدوده مجاز قرار دارد. 5۱

 

بندی سرریز  ها و نقاط در سه حالت شبکهسلول  شمار ۲جدول 

 هیدروفویل 
Table 2 Number of cells and points in three meshing 

around a hydrofoil weir 

 

 

Fig. 5 Velocity distribution over the crest of a hydrofoil 

weir with different meshing for Q = 50 lit/s 
ازای دبی  بهسرعت روی تاج سرریز هیدروفویل    توزیع ۵شکل 

 بندی متفاوت لیتر بر ثانیه حاصل از دو شبکه  50
 

 تحلیل نتایج  -3

 سازی عددینتایج مدلسنجی  صحت  - 1-3

مدل سازی عددی، سنجی نتایج مدلمنظور صحت به

 ۲Eدر ارتباط با مدل آزمایشگاهی   ω-kSSTآشفتگی 

های هندسی و هیدرولیکی جریان ویژگی .شداستفاده 

بیان شده  3سنجی مدل عددی در جدول منظور صحتبه

 است.

 
استفاده  ویژگی های هندسی و هیدرولیکی جریان   3جدول 

 سنجی مدل عددی شده برای صحت
Table 3 Geometric and hydraulic characteristics of flow 

applied for verification of the numerical model  

3 Y

(m) 
2 Y

(m) 
1 Y

(m) 
Q 

(lit/s) 
model 

0.075 0.142 0.349 70 2E 

 Number of points Number of cells 

Mesh 1 80569 63175 
Mesh 2 164489 130860 
Mesh 3 200268 159534 
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ترتیب به    7و    6های  شکلدبی جریان است.    Qدر این جدول  

نتایج نیمرخ سطح آب و توزیع فشار کف در طول کانال و 

های سرریز حاصل از مدل عددی اجرا شده را همراه با داده

اختلاف فشار  ΔP ،7 در شکلدهند. آزمایشگاهی نشان می

 و فشار کف در نقطه مورد بررسی وکف در بالادست سازه 

γ ها طور که در شکلهمان است.  وزن مخصوص سیال

های سازی عددی به دادهشود، نتایج مدلمشاهده می

متر ها در حد میلیآزمایشگاهی بسیار نزدیک بوده و تفاوت

سطح آب   هاینوسانناشی از    6است. این اختلاف در شکل  

کش در دقت خطمربوط به  7سنج و در شکل و دقت عمق

پیزومترها است. نتایج های نوسانپیزومترها و  خواندن

سازی عددی، همراه با از مدل دست آمدهبهخ سرعت رنیم

 ADVسنج  گیری شده توسط دستگاه سرعتهای اندازهداده

نشان داده شده است. با توجه به این شکل،  8در شکل 

سازی عددی و حاصل از مدل های سرعتتفاوت در نیمرخ

های آزمایشگاهی تنها در حد چند صدم متر بر ثانیه داده

دارای دقت  SST k-ωه به نتایج حاصل، مدل است. با توج

سازی عددی جریان عبوری از روی قابل قبولی در شبیه

 منظور ارزیابی فرض سرریزهای هیدروفویل بوده است. به

 

 
Fig. 6 Measured water free-surface profile compared 

with the numerical results 

گیری شده با نتایج  مقایسه نیمرخ سطح آب اندازه  ۶شکل 

 سازی عددی حاصل از مدل 

 

 
Fig. 7 Measured bed pressure profiles compared with the 

numerical results 

گیری شده با نتایج  فشار کف اندازهنیمرخ  مقایسه   ۷شکل 

 سازی عددی حاصل از مدل 

بعدی و سازی سهشبیهبه جای  سازی دوبعدی مدلشبیه

، بعدیتعمیم نتایج حاصل از مدل دوبعدی به مدل سه

های سرعت در تاج و بالادست نیمرخهای سطح آب و  نیمرخ

ای واقع در بر صفحه مرکزی کانال، در صفحه افزونسرریز 

 سانتی متری از دیواره کانال برای مدل آزمایشگاهی  5فاصله  

۲E نتایج نیمرخ سرعت حاصل  9شکل  گیری شدند.اندازه

را در  ADVگیری شده توسط دستگاه های اندازهاز داده

متری از سانتی 5صفحه واقع در فاصله صفحه مرکزی و 

تفاوت  بیشینهبر نتایج، بنا دهد. دیواره کانال نشان می

درصد و در بالادست   ۲ها بر روی تاج سرریز در حدود  سرعت

توان درصد است. با توجه به نتایج می 7سرریز در حدود 

اظهار داشت که استفاده از شرط مرزی صفحه متقارن و 

دوبعدی جریان بر روی سرریز هیدروفویل دارای سازی  شبیه

 دقت قابل قبول بوده و نتایج قابل تعمیم هستند.

 

 سازی عددی شبیهاز  آمدهدستبهتحلیل نتایج    - ۲-3

در این بخش، به منظور بررسی تأثیر تغییر پارامتر خمیدگی 

و مقایسه  رفتار جریان عبوری از سرریزهای هیدروفویلبر 

، رفتار ایسرریز هیدروفویل نامتقارن با سرریز تاج دایره

های متفاوت و سرریز هیدروفویل با خمیدگی ۴جریان در 

لیتر بر ثانیه ارزیابی   70ازای دبی  ای بهیک سرریز تاج دایره

 در جریان هیدرولیکیهندسی و  هایویژگیشود. می

 . ارائه شده است ۴در جدول سرریزهای مورد بررسی 

از روی   بعد سطح آب عبوریهای بینیمرخ ۱0در شکل 

و سرریز تاج   متفاوتهای  با خمیدگی  هیدروفویلسرریزهای  

افزایش با  این شکل،    مبنایای نشان داده شده است. بر  دایره

یابد. دلیل این خمیدگی، انحنای خطوط جریان افزایش می

جریان عبوری از شکل سازه مستقر در مسیر  پیرویامر 

اعماق  هایپذیری، تغییر۴با جدول  برابرجریان است. 

با رابطه   برابرجریان روی تاج این سرریزها اندک است و لذا  

پیوستگی، سرعت جریان روی تاج سرریز با افزایش 

افزایش کند در سرریزهای یاد شده با خمیدگی تغییر نمی

ارتفاع سرریز، انرژی پتانسیل تیغه ریزشی جریان افزایش 

دست سرریز یافته و در نتیجه سرعت جریان در پایین

دست یابد. با افزایش سرعت جریان در پایینافزایش می

دست با رابطه پیوستگی، عمق جریان در پایین برابرسرریز، 

0
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بینی یشپ بند و این امر نیاز به کفیابد. سرریز کاهش می

دست پایینبستر مقاوم سازی لازم برای  هایتمهید

 .کندرا تقویت می  خمیدگی بیشتربا    هیدروفویلسرریزهای  

ای دایرهای بین سرریز تاجمقایسه ۱0در شکلهمچنین 

ارتفاع با سرریز تاج ( و سرریز هیدروفویل هم۱N)مدل 

این گونه که در ( انجام شده است. همان5N ای )مدلدایره

شود، نیمرخ سطح آب جریان عبوری از شکل مشاهده می

ای نسبت به سرریز هیدروفویل روی سرریز تاج دایره

 انحنای بیشتری است.  دارایارتفاع با آن هم

 فشار کف در طول کانال وبعد های بینیمرخ ۱۱ در شکل

برای  ایسرریز تاج دایرهمختلف و  هیدروفویلسرریزهای 

با ورود جریان به محدوده  .اندترسیم شدهیک دبی ثابت 

سرریز و افزایش سرعت، فشار وارد بر کف کاهش یافته و 

سپس  یابد.از تاج سرریز ادامه می پساین کاهش فشار تا 

کاهش بار دیگر تا انتهای سرریز افزایش یافته و پس از آن 

های فشار در منظور تفسیر چگونگی تغییرپذیریبه .یابدمی

طولی این سازه به بحث در ارتباط با تأثیر نیروی راستای 

 (.Bagheri, 2017شود )مرکزگرا پرداخته می

 
Fig. 8 Measured velocity profiles compared with the numerical results (a) upstream of the weir and (b) over the weir crest  

 سرریز تاج   (b)  سرریزبالادست    (a)   سازی عددیاز مدل   دست آمده بهگیری شده با نتایج  های سرعت اندازهمقایسه نیمرخ  8شکل 
 

 
Fig. 9 Measured velocity profiles in the central plane of the experimental channel compared to those at a plane 5 cm from the 

channel side-wall (a) upstream of the weir and (b) over the weir crest 

متری دیواره کانال آزمایشگاهی  سانتی  5مرکزی و صفحه واقع در فاصله  گیری شده در صفحه  های سرعت اندازهمقایسه نیمرخ  9شکل 

(a)   سرریز    بالادست(b)  سرریز   تاج 
 

 لیتر بر ثانیه  70های هندسی و هیدرولیکی جریان در سرریزهای هیدروفویل دارای خمیدگی به ازای دبی  ویژگی 4جدول 
Table 4 Geometric and hydraulic characteristics of flow over the asymmetric hydrofoil weirs with Q = 70 lit/s 

(m)3 Y (m)2 Y (m)1 Y Q (lit/s) W (m) β λ R (m) model 
0.075 0.132 0.382 70 0.2 0 1 0.2 1N 
0.078 0.141 0.325 70 0.137 0 0.375 0.2 2N 
0.075 0.141 0.347 70 0.159 0.1 0.375 0.2 3N 
0.071 0.139 0.372 70 0.182 0.2 0.375 0.2 4N 
0.073 0.141 0.392 70 0.2 0.3 0.375 0.2 5N 
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تا   آغازبا انحنای سازه سرریز، انحنای خطوط جریان از    برابر

از تاج سرریز محدب است. این امر ناشی از  پسای نقطه

تفاوت در جهت نیروهای مرکزگرا و ثقل بوده و در نتیجه 

شود. در سبب کاهش فشار در قسمت ابتدایی سرریز می

قسمت انتهایی سرریز، انحنای سازه سرریز به صورت مقعر 

جهت شده و بوده و در نتیجه نیروهای مرکزگرا و ثقل هم

شوند. در انتهای سرریز انحنای  میسبب افزایش فشار 

یابد که این طور قابل توجهی کاهش میخطوط جریان به

شود. بعد از سازه سرریز امر سبب کاهش ناگهانی فشار می

ثابتی  میزان به نسبتنیز عمق، سرعت جریان و فشار به 

با  هیدروفویلسرریزهای در  شکل،این با  برابر رسند.می

 خمیدگی سرریز بیشتر شود،چه    هر  ،متفاوتهای  خمیدگی

  شود. دورتر از تاج منتقل می  هایفاصلهفشار به    کمینهنقطه  

چرا که با افزایش خمیدگی، نقطه تبدیل انحنای محدب به 

 کمینه. دهدمی رخمقعر در فاصله دورتری از تاج سرریز 

در این سرریزها با افزایش خمیدگی افزایش یافته   فشار کف

 یابد.نیز افزایش می خلأزایی رخداد و در نتیجه احتمال

آن  نتیجه دردست و بیشترین فشار وارد بر پایین همچنین

 هیدروفویلسازی بستر متعلق به سرریز  مقاوملزوم  بیشترین  

ای بین سرریز  مقایسه  ۱۱  در شکل  با خمیدگی بیشتر است.

ارتفاع با آن ( و سرریز هیدروفویل هم1Nای )مدل دایرهتاج

احتمال این مقایسه،  مبنای(، انجام شده است. بر 5N)مدل 

ای بیشتر از سرریز  دایرهدر سرریز تاج خلأزایی رخداد

گیری از است. در نتیجه بهرهارتفاع با آن همهیدروفویل 

را خلأزایی تواند مشکل می با خمیدگی سرریز هیدروفویل

، بدون آنکه ارتفاع سرریز تغییر کندتا حدود زیادی برطرف 

ای، فشارهای مثبت، کند. همچنین در سرریز تاج دایره

گیرند و دست سرریز را فرا میتری از پاییندامنه گسترده

لذا این مشکل نیز در سرریز هیدروفویل دارای خمیدگی و 

ع شده است. ای رفدایرهارتفاعی معادل با ارتفاع سرریز تاج

دست ای در پایینتوان به وجود امواج ضربهاین امر را می

بر  بنا کهای نسبت داد. در صورتیسرریز تاج دایره

آزمایشگاهی جریان عبوری از روی سرریزهای  هایهمشاهد

هیدروفویل مورد آزمایش، روی یک سطح پیوسته در امتداد  

دست سرریز سازه سرریز حرکت کرده و از بالادست تا پایین

 سرعت وزیعت a۱3 شکل. (۱۲است )شکل  بدون آشفتگی

دبی ثابت نشان ازای به را هیدروفویلروی تاج سرریزهای 

ن شکل سرعت روی تاج سرریز با سرعت در ای .دهدمی

دست بهنتایج  بنا بر بعد شده است.بی (۱gh۲)۲/۱معادل 

سرعت   بیشینه هیدروفویل،سرریزهای  یهمهدر ، آمده

تاج سرریز رخ داده و به سمت   سطح جریان در نزدیکی

این امر تا حدودی . یابدسرعت کاهش می میزان سطح آب

دار موجود  که در آن جریان شتاب  است  "کواندا"ناشی از اثر  

بر تاج سرریز سبب ایجاد بیشینه سرعت در لبه لایه مرزی 

 (. Chanson and Montes, 1998) شودمی

با اثر کواندا، جت سیالی که در راستای خط راست از  برابر

گذرد، به سمت آن سطح نزدیکی یک سطح محدب می

شود. چرا که بر اثر انتقال جت سیال به هوای متمایل می

گیرد؛ هوا شتاب میبین سطح محدب و جت، این بخش از 

 علت وجود سطح و مانع شدن آن از جایگزین شدناما به

یابد که خود منجر به ناحیه کاهش میهوا، فشار در آن 

 شودکشیده شدن جت سیال به سمت این ناحیه می

 
Fig. 10 Dimensionless water surface profiles for different hydrofoil weirs with Q = 70 lit/s 

 لیتر بر ثانیه  70  ازای دبیبه  مختلفبعد سطح آب در سرریزهای هیدروفویل  های بینیمرخ 1۰شکل 
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Fig. 11 Dimensionless bed pressure profiles for different hydrofoil weirs with Q = 70 lit/s 

 لیتر بر ثانیه  70  ازای دبیبه  مختلفبعد فشار کف در سرریزهای هیدروفویل  های بینیمرخ  11شکل 
 

 
Fig. 12 Flow behavior over (a) circular-crested weir (Bagheri and Kabiri-Samani, 2017) compared to that over (b) 

asymmetric hydrofoil weir E3, with β = 0.2 and (c) symmetric hydrofoil weir E1, with β = 0 
سرریز هیدروفویل     (b)(،  Bagheri and Kabiri-Samani, 2017ای )سرریز تاج دایره    (a)مقایسه رفتار جریان عبوری از روی  12شکل 

  β = 0با     ۱Eسرریز هیدروفویل متقارن   (c)و   β = ۲/0با     3E نامتقارن

 

(Jensch et al., 2008.)  در سرریزهای هیدروفویل با

ثابت  نسبت بههای متفاوت، طول سازه سرریز خمیدگی

ای  است و با افزایش خمیدگی، انحنای سازه سرریز در نقطه

کند. در نتیجه در سرریزهای دورتر از تاج سرریز تغییر می

اعماق جریان روی تاج سرریز  هایپذیرییاد شده، تغییر

در با رابطه پیوستگی سرعت جریان و  برابراندک بوده و 

گی تغییر آن فشار روی تاج سرریز با افزایش خمید نتیجه

جا که انحنای تاج بر این، از آن  افزون(.  b۱3  شکلکند )نمی

ای بیشتر از سرریزهای هیدروفویل مورد در سرریز تاج دایره

ای کمتر از بررسی است، فشار در تاج سرریز تاج دایره

سرریزهای هیدروفویل مورد بررسی است. در نتیجه احتمال 

ای بیشتر از  دایرهدر تاج سرریز تاج خلأزایی  رخداد

  سرریزهای هیدروفویل نامتقارن است.

پارامتر تنش برشی بستر برای تعیین پتانسیل فرسایش و 

 دارای سرریزها  بررسیگذاری در طول کانال در رسوب

های نیمرخ هایپذیریتغییر ۱۴اهمیت است. در شکل 

ازای  بعد تنش برشی بستر در طول کانال و سازه سرریز بهبی

 در این شکل مختلف خمیدگی نشان داده شده است.  مقادیر

bτ تنش برشی بستر و maxbτ تنش برشی بستر   بیشترین

با توجه به شکل، در بالادست سازه سرریز میزان تنش   است.

گذاری برشی بستر اندک بوده و این محل مستعد رسوب

با کاهش فشار و در  در آغازاست. در طول سازه سرریز، 

نتیجه افزایش سرعت، تنش برشی بستر افزایش یافته و این 

با  آنگاهیابد. از تاج سرریز ادامه می پسای افزایش تا نقطه

افزایش فشار و در نتیجه کاهش سرعت، تنش برشی بستر 

تنش برشی در انتهای سرریز   کمترینکاهش یافته و 

شود با توجه به کاهش چشمگیر انحنای خطوط  مشاهده می
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 بار دیگرجریان در انتهای سازه سرریز، سرعت جریان 

افزایش یافته و در نتیجه تنش برشی بستر نیز افزایش می

تا   Lای معادل  تنش برشی بستر نیز در فاصله  بیشترینابد.  ی

1/5L ویل مورد بررسی و در پس از سرریزهای هیدروف

ای مشاهده پس از سرریز تاج دایره  2Lتا   Lای معادل  فاصله

شود و این ناحیه بیشترین استعداد را برای فرسایش می

ثابتی  میزانداراست. پس از این ناحیه تنش برشی به 

 ۱۴کند. مطابق با شکل متناسب با سرعت جریان میل می

های برشی بستر در سرریزهای هیدروفویل، بیشترین تنش

دست سرریز هیدروفویل با و نیروهای فشاری در پایین

دهند و در نتیجه احتمال فرسایش خمیدگی بیشتر رخ می

بر  افزوندست این از نوع از سرریزها بیشتر است. در پایین

دست سرریز تاج فرسایش در پایین رخداداین، احتمال 

ارتفاع با هم ای و سرریز هیدروفیل دارای خمیدگی و دایره

فرسایش در سرریزهای   رخدادآن یکسان است؛ اما محدوده  

ای بزرگتر از سرریز هیدروفیل دارای خمیدگی تاج دایره

امواج ضربه ای در    رخدادارتفاع با آن است. دلیل این امر  هم

 .(۱۲ای است )شکل دست سرریزهای تاج دایرهپایین

 
Fig. 13 Dimensionless profiles of (a) velocity and (b) pressure over the crest of different hydrofoil weirs with Q = 70 lit/s 

 لیتر بر ثانیه  70  ازای دبیبه  مختلفسرریزهای هیدروفویل  روی تاج  فشار    (b)و    سرعت  (a)  بعدهای بینیمرخ  13شکل 

 

 
Fig. 14 Dimensionless bed shear stress profiles for different hydrofoil weirs with Q = 70 lit/s 

 لیتر بر ثانیه  70  ازای دبیبه  مختلف  سرریزهای هیدروفویلدر  بعد تنش برشی بستر  های بینیمرخ  14شکل 
 

 گیری نتیجه -4

هیدرولیکی  هایویژگیتر بررسی جامع در این پژوهش به

گیری با بهره هیدروفویلجریان عبوری از روی سرریزهای 

 بدین منظور،.  پرداخته شدعددی  و    های آزمایشگاهیاز مدل

هیدروفویل با درنظر گرفتن سرریز  مختلف هایمدل

بر اساس خمیدگی  و پارامترهای خروج از مرکزیت نسبی

تابع تبدیل ژوکوفسکی طراحی و ساخته شدند و هر یک در 

عددی، جریان عبوری  بررسیدر آزمایشگاه بررسی شدند. 

 OpenFoamافزار  از روی سرریز هیدروفویل با استفاده از نرم

سازی عددی با استفاده از مدل .  نتایج شبیهسازی شدشبیه

سازی نتایج مدل کهآن بود گویای  SST k-ωآشفتگی 

های آزمایشگاهی بسیار نزدیک بوده و عددی به داده
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دارای دقت قابل قبول   SST k-ωمدل    ها ناچیز است وتفاوت

در تحلیل جریان عبوری از روی سرریز هیدروفویل نامتقارن 

در سرریزهای نشان داد که  سازی عددیشبیه است. نتایج

هیدروفویل با تغییر پارامتر خمیدگی سرعت جریان روی 

کند. آن فشار در این محل تغییر نمی  در نتیجهتاج سرریز و  

ر سرریز ای کمتر از فشار داما فشار در تاج سرریز تاج دایره

 در نتیجه بوده وارتفاع با آن همهیدروفیل دارای خمیدگی 

بیشتر از   ایتاج سرریز تاج دایرهدر  خلأزایی    رخداداحتمال  

نتایج توزیع فشار  .ارتفاع با آن استسرریز هیدروفویل هم

با افزایش  ،در سرریزهای هیدروفویلکف نشان داد که 

ای دورتر از تاج سرریز رخ فشار در فاصله  کمترین  ،خمیدگی

. علاوه بر این، یابدافزایش میخلأزایی    رخدادداده و احتمال  

نشان داد که استفاده از سرریز هیدروفویل دارای  نتایج 

و دامنه فشارهای خلأزایی    رخداداحتمال  تواند  خمیدگی می

ای دایرهدست سرریز را نسبت به سرریز تاجمثبت در پایین

 در نهایتبدون آنکه ارتفاع سرریز کاهش یابد.    ،کاهش دهد

در سرریزهای  که نشان داد تنش برشی بستر نتایج

های برشی بستر و نیروهای هیدروفویل، بیشترین تنش

دست سرریز هیدروفویل با خمیدگی بیشتر فشاری در پایین

 دست ایندهد و در نتیجه احتمال فرسایش در پایینرخ می

 رخداداحتمال  بر این، افزون نوع از سرریزها بیشتر است.

سرریز  ای وسرریز تاج دایره دستپایین فرسایش در

اما  ؛ارتفاع آن یکسان استهمهیدروفیل دارای خمیدگی 

بزرگتر ای فرسایش در سرریزهای تاج دایره رخدادمحدوده 

 ارتفاع آن است.از سرریز هیدروفیل دارای خمیدگی هم

دست ای در پایینمواج ضربها رخداددلیل این امر 

توان اظهار داشت که می پسای است. سرریزهای تاج دایره

از سرریز هیدروفویل نامتقارن )دارای خمیدگی( استفاده 

 تا را ایدر سرریزهای تاج دایره تواند مشکلات یاد شدهمی

، بدون آن که ارتفاع سرریز کاهش کندطرف  حدود زیادی بر

 یابد.

 

ها نشانهفهرست  -۵  

c                                   (m)   مرجع مختصات مرکز دایره 

H1                               (m)  بار )هد(  کل آب بالادست سرریز   

h1                                 (m)  )  بار )هد(  آب بالادست سرریز   

L                                                                (m) طول سرریز      

P                                                                  (kgm-1s-2) فشار 

Q                                                         (m3s-1) دبی جریان 

R                                                       (m)  شعاع دایره مرجع 

Rb                                             (m)   شعاع انحنای تاج سرریز 

u                                                 (ms-1) y  سرعت در عمق 

W                                                           (m) ارتفاع سرریز 

w                          (–) مختلط در پلان مختصات مبدأ  متغیر  

x                                                  (m)    فاصله در جهت طولی  

Y1                                         (m) عمق آب  بالادست سرریز 

Y2                                        (m) عمق آب بر روی تاج سرریز 

Y3                                       (m) عمق آب پایین دست سرریز 

y                                                 (m)    فاصله در جهت عرضی  

z                          (–) مختلط در پلان مختصات مقصد  متغیر  

β                                                    (°) خمیدگی هیدروفویل  

γ                                           (kgm-2s-2)  وزن مخصوص سیال    

κ                                               (m)   تبدیل ژوکوفسکیثابت  

λ                                                (–) خروج از مرکزیت نسبی 

τb                                               (kgm-1s-2) تنش برشی بستر 
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