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�#�-.	�%�&� '(	 #� ) *�# +"�
 ,-� �. /� #� ��	�0. 1�� 2	��	 #��� 3	�. 3�(�43��#� #� 5�+0� 

�� ���6� �  �"�.�8�� 2	��	 *�# '(	 #� 4"�
 9	 �"�� �+"�� :+;<� 2	�+�	 �. 5�0 =#	�+(� 9	 ��)#�+� 

>�	�? � ����( !@�$ :;<� 2�� A�8?#	 �BC�� #����.�( .:DE� 1�+� ��+(�) 3	�+. ��+)�� �+FCF0? G+.	�# 

>(�;? #� ��	�0. /� � /C&�D� 3�@ �� #��� ���  #� 2	��	 !�$#��	 � �@ ��" ./+BH *�# 9	 
��8�+�	 �. 
��� 

���0� Roe-TVD >(�;? #� ��	�0. 1�� ��(�) � �@/��@�.3��� I#�JK�� �� 39�� ��" .:0J � :L�

 M(��� *�# '(	 &&0� �(�� �@���(��9  � 3��� M(��� � �FCF0? G.	�# �. �D(�&� #� 3����!+E. :(�+N# �

�� �.�(9#	 ��" .��	�	 #��.#	�(� #� 2�� A�8?#	 !@�$ #�O��="�
 9	 �
�C�� K���$ �)#�� 45�0� P+Q�$ 

#	�(� 3��#� #� RL	� /� �F�	� �� 
��8��	 ��" .:;<� � �8�� 2	��	 >�	�?��FL P( 2�� 	3#	�(� =�)#�+� 

�FL�� 2�� �. 	# 	3���Q�$ 3�� >(�;? ��$ .(�	94�C�. �
�"9�. 4"�
 45�0� (α)�6.�? 9	 ��6. ���. :;D� 

S���
�"9�. S�� �. /�(d/b)��0�	 A�6" �3K���$ S�� �. /� (rc/b)��(�) ���� ��� ���#�3/� �. 

(Fr0):++�	 .	�++. 3��++� I�++6%�T�3S�++� �++@3�++6. ���++. )��/W�WX/W�WY/Wd/b=(
���++0� #� 

)[/Y<Fr0 <[/�(�	�.3�. /� �� )�W��[��Wrc/b=(�	� ���� "�
 9	 
��8��	 I#�J #� �\4��C�. 5�0� �

'C. 2	��	 A�8?#	�W%�?Y[%�� 	�C^ !@�$ ��$.

#��/��01'� :��$K���(�) �
�C�� 3�@ 1�� �5#�� 2	��	 ���	�0.>(�;?��5�0� �"�
 *�# Roe-TVD.
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. �5#�� 2	��	�;_ #�_C6��) #� (���+@3+�	�0. 1�+� �

�. :F� � `	�0�	 (
#	� �@3K���$ (��0�	 �3+. �+��  ���+)�

�� (�^ #� � ��C('� ����� :������" .!(	�+C^ 2	�+�	 �

. 	# 5 A�8?#	�	a�	 ���	���� #�_(!(+� !@�$ ���+@� .

�"�
 �@3�6&��? 2	��	 C� a�+"�
 �+@35�+0��2	�+�	 

_�D;�	�	#� ���������$ .�;? #�(>�+@3&�D+� C/�2	�+�	 

?C_�D;�	 � a��.(��(+� �#�+��. ����+��$ .I#�+J #�
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", 

�H	�_ 0J C�;? b(>�	(2	��	 '(��(<�� 	# ���� 
��$ 

9	 #����	 ���  #��$�+^ K��C('
�+F) :+��C�3+����+" .

*�# �@3F0? CF�!(	�+C^ �6%�T� �+;? #� 2	�+�	 (>�+@3

&�D++�CR.�++�� #� //++F� �#	����++�	@++C%�#�CP�++���� 

Henderson (1966) �Chow (1986) :+�	 
�" b(��?.

��%�� #�3�	C��"�# 9	 �3��� 3^C	�+. �����3�+6%�T� 

�++++;? #� 2	�++++�	(>�++++@ :++++�	 
�++++" 
��8�++++�	�

(Causon et al., 1999)�.(Jan et al., 2009) 

����@��) �$(+�	�0. 1�� ����+. �� K�+��$ +C
�	3�#	�

������ ���" 	3/� #� 5#�� 2	��	 9	 �+� ��B(	 ���+" .

'CC6? 
#	�(� #� 2	��	 '(	 A�8?#	 � :C6L�� ��F$ >�" �@

&&0� �Lc� �#���:�	 
��. 3��6�� �.'�#�$ 'C�d�@ �

e���	+('f#�K�+� �g�X +N�� K�+��	 �+.�(�� �+T.	�# �

�FCF0? 	# 5 bT+� A�+8?#	 � 2	��	 :C6L�� 'CC6? 3	�.

 �+���$ �+h	#	 /+� #�Chow, 1986) (.��%�+� #�3�	+C�

�)++(++�	�0. 1�++� ���/++� #� �++@���++C. I#�++J �++. 

��9 (@������� �3:+�	 
�+" �6%�T� .	 #� +( �9 'C�+�

 +��++�#�. �+. �	�+?��+@3��9  +(@����#(+�� �
�++@ � �

++�d�@C��++� I�++6%�T� '3%�++C���8%�++$ ����++$ 
#�++"	 

(Reinauer and Hager, 1997) , (Valiani and Caleffi, 
2005).

.�F$ #�_���B(	 2	��	 #�i#(�	�0. 1�� /�#�/��@9	


�
�(������ �:�	 5�FT��� .#� 5 A�8?#	 '��# j�.

. 2	��	 �FL ���Q 
9	��	(�) k�� �.	�. '(��#� ��3�

� A�8?#	(
#	� �@3	a�	 	# K���$ (� !��@� ..�	 
�c�('


#a. 
���0� #� 2	��	�K���$ 9	 'C(�^ :��� /� Ca

�6��?����(� #	��@�� 	# 5 bT� ����9��.	�.��. ('

��"�# A	�.	�('���\ 3	�. 2	��	 A�8?#	 9	 #�O�� �.

��B(	 �?#	��@ bT���	�	�� *9#	 ��#	�.

(�lF�E� *�# !" �
�@ � ���2	��	 >�	�? �F�) 9	 

	�. 	#3��	�0. 1�� 2	��	 A�8?#	 !@�$ ���6�����$ .

�. l(�6? k;_�6� �. 2	��	 >�	�?3��8�� 2	��	 �C%�? 

	�.3?��D� I�" �. :;<� 2	��	 �. ,C$�3:�	 .���  

��.#�$I�" >(�;? #� 	# *�# '(	 ���D�	� �m�� �@ 

(Vischer, and Hager, 1994).���F�� �
�@ � ��(#

 
���$ 1�8��2	��	n>�" ���@ 	#
���" R�) >(�;? #� 

����$ ��#�. (Reinauer and Hager, 1996) .

�	��F.��	#���@ ��@���(��9  kC&0? #���Q�$ R�	���

	# :��j�. K���$ #� ���	� #	�L .1�+� ��+(�) �#���. #�

 R�	�� '(	 �. ��	�0.��;<� 2	��	 ,+C$�? #� �$ �" �C%�? �


#	�(� �8�� 2	��	 �.F�	���#	�+(� '+(	 #� 	# 5 A�8?#	


�#�  j�. ��BC�� #� 9	A�8?#	 #� 2	�+�	 #	�+(�
�)#�+�

���$ /�" ��(Beltrami et al., 2007).

	 #�(�%�&� '	�.3#�. 'C%�	 �H	�_ "�
 45�0� PQ�$ 

��#� #�3^ /� C����� �+� ��+" �� 2	�+�	 �+$ +8�%�? +C�

����$ �\ � :+;<� 2	�+�	 �. +(#	�
)#�+� �$�? /+� +C,

�� "��.��(a@ /$ *�# '(	��F��:�	 
��� �.P+( #�

�"�
 ��C�. ��FL P( 2�� 	3�)#�+� #	�+(� �� 2�+� �+.

�FL 	3
�+" >(�+;? ��C�+C. A�+8?#	 4� �>+.�L #	�+&� �+.

�)�?�!@�$ ��.�(�.

�H	�_ ��C�."�
45�0� �^ 'CC6? ��+@���	#3+�o�m�+.

 ��++� *�# 9	 
��8�++�	 �++. �++H	�_3Roe-TVD p�++B�	 

�� �$ ��"��%	3��� 3�L3�C;" #� 9��3aC? 2	��	 #�

��. 3/$k���.�� #��" ��# .:(a� *�# '(	 #�D(�&� 4

5	�++) �++@3��++� M(�++�� � �++FCF0? G++.	�# �++. �  3�

&&0� �(�� �@���(��9 �? �q�� �C( ��" .(	#�+$ �.�+(9#	 �

"�
45�0� �@���	#�^ �. �)�? �.3�H	�_ �+@	�� �h	#	

�".

1. Wave Diffractor  



@�A��#�
 ���� B������ ������
 ������� �� ! 

") 

���� ��!"#���"$��%�&����� ��&� '��
�()���*�!�� +
 "�

����@��) �$(�	�0. 1�� ����.�+;?(
���+" r+�? >+(�


���"9�. 	3)�"�
 �( �6&�5�0�(�#	���)	��	 ���"�

8�� � :;<���) #� (. ���+� ��)�� (�+� .	 #� +( !+E. '

����Q�>�"
C�3	(�+6%�T� �+��  !�$#�+�	 � 2	��	 '

����".

����) ���
�"
��
 ,
>�" k.�T���) ��#� �. �(�	�0. 1�� ����+. k+�� h0�

���� ���Fr0�.%���$�� �+$ +( �	9 �+. �  
#	� +(4θr+�?

 ? 2	��	 �
�"Ca3#��+"�
 �+6&� 	(+� ��+B���+".	+('

���	# �. 2	��	3�)(#� �� �	9 :��j�. K���$ (�β����+� 

k�� ��)(�. 	# ��h1	a�	(� !���@� .h1�βG+.	�# 9	

9(� �;��0� ���"��(Chow, 1986).

)�()1(
2
11sin

0

1

0

1

0 h
h

h
h

Fr
+=β

)�(
)tan(

tan

0

1

θβ
β
−

=
h
h

����-�+(�� ���
���
,��
�)(�	�0. 1�� ����"�
 #� 5�0� �.�	9 +(4
�+"9�. �

θ�_�D;�	 2	��	 �8�� �%�? C� ����$)>�"�.(	(2	��	 '

����� K���$ #�
�" �. 	# 5  A�8?#	 �#�?(� /$ M��+��$ .

:�� j�. ���� ��� �.	�. Fr0���+� ��+� �'C(�+^ :+�� 

�++.	�. Fr1:++�	 .@ I�-++E��++C%�#�C���)++( #� ��

'C(�++^ :++��9 G++.	�# 9	 ++(++� �;++��0� ���++"�.	 #�++( '

G.	�#1β�2β���0� =	��	_�D;�	 2����� 	# �����@�

(Chow, 1986):

)�(
0

1
1

1sin
Fr

−=β,
1

1
2

1sin
Fr

−=β

21

2

1

2

1 )
1

1(tan)
1

3(tan3

βββ

β

≤≤
−

−
−

= −−

FrFr )Y(
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2
2

2
1

2
0

0

1

+
+

=
Fr
Fr

h
h

C

h0

����A-A 

h1

V0
V1D

A
��� ��� �	
�

θ
β

A

C-�*�6&� �"�
 #� 5#�� aC? 2	��	 
#	�(� `	�0�	 �m	 �.

>�	� �. (Chow, 1986) 

β1
β2θ1

V0

A

h0

���� A-A 
h1

A

V1

h1

C-�DK���$ �
�"9�. 9	 �"�� �_�D;�	 2	��	 4"�
 #�

5�0� (Chow, 1986) 

��.�) ���
� /0�����"-�+(�� � ,�
k.�T� �
	 >�" ��) �(+�	�0. 1�� ����+. �+;?(F��#	� 

��" � �$ (
#	� �@3�. �  ?�?C�. ,�+(�	9 3�+@1θ�2θ�+. 

�) 2#�� � >�	�(���"�. ��"	� !��Q �� 	? 2	�+� +C � a

_�D;�	�"�� �9	�"�
 �@�.(��(+� �#�+��. ���� �+��$
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,E 

H�� #��QC�;? bT� #� �(	 >(� ��B��+"�.H�� #� +C 4(0) 

I�-E���)(��t?C�� ���+�$ .H�� #� +C4)1(:+F� �+. 

�) �#���.(�. ��"�
4�6&� >�+" �.��� ��5 bT+� �

	a�	(� !�(�.�.�) k�� (� �� �	9 (4�;)4? 2�� Ca>H 9	

���a�@ Ij��6� )�(�)�(.�� :��� (�.H�� #� +C �)2(

:F� �.5�0� �"�
 ��)� >�+" �.��� ��5 bT+� �

^ !@�$C� 	����$ .t?+CCI	� H�� 9	 5 bT+� +C�)0(�+. 

H��++C �)2(#�++? (B�
��++. �G++��?_�D++;�	 2	�++�	 �u#

���@� .���0�=	(t? 'CCI	� �.6?C+C'1β�2β>+H 9	 

Ij��6� ���a�@)�(�)Y(�.�� :�� �(  .�) k+�� +( ��

 #�	('H��C�T.	# 9	 �)[(�;��0� ���+"�.#��H�+C4)3(

? 2	��	C_�D;�	 � a��.(��(� �#���. ������$ .k�� 5 

	 #�(
���0� '.CH	�� '�)1(�)2(:�	.

1θ

(2)

(1)

(0)

(3)

))

) 2θ

β

C-�FLc? �? 2	��	 C_�D;�	 � a��;? #� (>

(Chow, 1986) 

��1�) ���
� /0�����"-�+(�� � ,�'��� 
 
>�" k.�T�Y�l%	 �) ��#� �.(�	�0. 1�� ����;? �.(F�

� �$� �(�	9 �. �  
#	�(�θ
�" r�? ? 2�� �� �C�#�+&�� a

.�� ��)�� (�T&� #� �$ ��E�#�&? #�0� �. RL	� �+;?(>

.�(��(� :�+� �+. � 
��$ �#���. �� +(
#	� v�6�+� �+@

�����" .�_ I#�J #��H	 0J C�;? b(>�	+(2�+� �� '

w�&� #�C�D� �.(>.�&� 
#	� �����# $�? #� �+C�+. ,

2	��	_�D;�	�<�� �K�+��$ �. � 
�" 'C(�+^ :+�� K�+&��	 

��� ��.�( .�;? �d���Q(�. >��#��2	�+�	 ��"�. 
��� x�_ 

K���$ #�'C(�^ :�� � ����� ��$ ���" 	(5�FT� :%�H '

:DC�)>�"Y�5.(

GA'	,���� �H	�_ 

7	� �H	�_ �,���� 

C;�+
���" r�? >(�;? �H	�_ (Causon et al, 1999) 

++H	�_ #���.C�++;? K�++_ ��++�(>)L(K�++��$ S�++� R.�++?

 :��j�.)b(�	9 �(4r�? 
�"�θ9 �	�+(�Aβ
��+. �

��+++N �+++%��6� >+++H 9	�9+++(�+++� :+++��. � +++(�

.(Causon et al, 1999) 	 #�(�T.	# 'Aβ��+�a�@ >H 9	 

G.	�#)�(�)�(�� �;��0���":
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(tantan

2

)
tan2

)(tan(tan
1(

tan2
A

A
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A bLLb
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bL

β
θθ

β
θβ

β −+−

−−
+=

)y(

θ

θ
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C
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D

E

F

G

θ

θ

(0) 

(2) 

(1) 
(3) 
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E

D

C

B
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Gβ

βC

βB

βA
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@�A��#�
 ���� B������ ������
 ������� �� ! 

,* 

�)�? �.�;? �#�&? �. (>�" k.�T� >Y�l%	/(#	� :

BA ββ =�DC ββ =.

.�!&&"#���"�% 2&&� '�&&����� ��&&����
�� �!

�) ��#� �.(���	�0. 1�� ��� K���$ �. C�
� 3��0�	 �m	 �.


#	�(� ����B� �K���$ 3�@ bT+� #� 5#�+� 2	�+�	 9	 3	

 ��)� �. 5  ���+�(  .>�+" #� [�+�	�0. 1�+� 2	�+�	 �

:�	 
�" /C��? /� #� �8�� � :;<� .#� 2�� 9	�� 'C%�	

 �(�	9 �. �)#�� 
#	�(�maxθ,C�� 'C%�	 � /� 3��#� 9	 

	� 
#	�(� #� �  �+(�	9 �+. �+F�minθ��+" �+� �+C%�? .#�

�++++$ :++++�	 �  �++++. S�++++� 3�++++O� I�;++++��0� 

mθ== minmax θθ.9	 2	�+�	 '+(	 ,C�� � 9	�� :C6L��

 . ��(�) I�-E�� � K���$ ����@��� :�� '(	 �. � �( 

/(#	� z��	�(Chow, 1986) (Knapp, 1951) ,:

){(
)tan()2(

2tan 1

βbr
b

c +
= −

mθ

�%��6� #�){(�b�
�+C�� K�+��$ S��rc3a+$�� A�6+" 

�(�	9 � /�βK�+��$ 3��#� ���� ��� ,DH �. )0Fr(

�� l(�6? ��":

)X(
0

0
0

0

1 ;)1(sin
gh
VFr

Fr
== −β

�%��6� #�)X(3�@���	#�^ h0�V0�. ,C?�? :��� � k��

 /� 3��#� #� 5 �g�.|�) 5��":�	 .I�;+��0� #�

 �� S�� �FCF0? #� 2�+� 'C+%�	 >C��+? 9	 v^ �$ ��"

�(�	9 mθ,C�� � 9	�� �. �%	��� 2	��	 ����B� ��+^ 3�+@

 3�+(	�9 #� /+� �	���	 #� �^ #� )m,…θm, 3θ2(}�+�C� ��

>�++" k.�++T� ~c��++�	 ���++. [�6++��? �++�.�( �++� 

(Chow, 1986).

	# �(9 �T.	# 'f(	� e�� #	�(� #� 5 bT� >C���^ 3	�. 

����\ �h	#	 �F�	� � �)#��(Chow, 1986):

)g(θm0 < θ <





 ±=

2
sin 22

0
0

θβFr
h
h

�%��6� #�)g(�h�+(�	9 #� 5  A�8?#	 θ�h05  A�+8?#	 

�� l(�6? /� 3��#� #���" .Ij��6� 9	 
��8��	 �. ){(

�?)g(� ��)#�� #	�(� #� 2�� 9	�� 'C%�	 A�8?#	 � :C6L�

�� �;��0� ��" .

C-�B��	�0. 1�� ��(�) 5#�� 2	��	 >C��? /� #� 

(Chow, 1986) .

1�(3)"����4
��
 ���� �� ����!�
����� ������/!�� ��50
6�7)�� ���
� 

? 2	�+�	 !�$#��	 �" ��8
 �d�  k.�T� +C _�D+;�	 � a�#�

�;?(>�@3&�D� C8E? ���. /C�+" lI!@�+$ � 2	�+�	 

���  A�8?#	 ����".	�.��. ('��#� #� �
	3/+� � �+@ +Ca9	

4"�
 5�0� k.�T� >�" y��" 
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� #� 5 (#	�=)#�+� ��	a+�	 �+. (!k+�� � #� 5 +(#	�

F�	���� �B�� ��" �$'(	 bT+� ��+" �?#	�+�@ ���. 

� 5 ��"�.	 #�(&0? 'Ck�	�. 3�DE�C#�. '	 9	 ('
�C" 

	�.3!@�$ A�8?#	 �
��8��	 5 bT��"��.

C-�H$�?C� :;<� 2	��	 ,()#�� #	��/�

8�� 2	��	 �.�5�0� �"�
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9 :;��3
 <=> �� ��! 
kC&0? '(	 #�	�.3F0? C>�)(�	�0. 1�� ���#�K���$ �@

9	 Ij��6�5 �@3k�� /$ � 
��8��	�"��.>�"

�FCD�	�8(� 5 Ij��6� 6. �� #� k�� /$ 3�@ 3	�. �

`�J �. �&�	 K���$ �. ~��TJ	 �m	 9	 ���$ �O� I#�J

 �(9:�	 (Toro, 2001):

)�W(0=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

y
G

x
F

t
U

#� '(	�%��6��U� �+&. 3�@�Ct�� #	��. FG,#�+" #	��+. 

�. ,C?�? #�0� 3���	# #�3�@ x�y
��. . ���(9 I#�J

�� l(�6? ���":

2
1

)(;
2
1)(;

22

22





















+

=



















+=















=

ghhv

huv
hv

UG

huv

ghhu

hu

UF
hv
hu
h

U

)��(

�Ij��6� '(	 #�h��T&� �@ #� 5 bT� A�8?#	 g5��" 

>&m �u�vG+���� :��� �8%o� k+�� #� 
�+" 3�+C


�. ,C?�?���	# #�3�@ x�y�� ��"�..

?����> @�� ��3� �� ��A#�Roe-TVD 

	 #�(�%�&� '�+. �� Ij��+6� >+H #�+O�� �+6.35 �+@3

/$ �k�):+���� :�+� Ij��6� (*�# 9	 ��+�3/+BH

���0� Roe-TVD ��;" �. 3	��9�+� �+. ��+"�
 #�+�Q 


��8��	�".	(*�# '�a) ��"�# 3I#�+L �+. l���+
 

�8?Cj�. P
��. �����	�? ̂�� C������) #� 	# �@(���@3

�	�0. 1����..���;"C�9��3��$ .

	�+.3#�+�� +��� ���+@9	���+0� �+��$=+"C,Minmod 


��8�++�	�++" (Leveque, 2002).	�++.3K�++� 9�++�3

�(#	�
�@3+"at% 9�� w�" K���$ �n�+. #�+$ :+�# .i#+(/

�)(K���$ #� �� �@3�#�. �+�	�0. 1�+� �
�+" ��+.��

'CC6? '(	�.��.@ ���	#�^ ��C%�#�C������� +.� � k�� �#�

�. :��j�. K���$ 9�� w�" �	���3��+. ���+$ .Ij��+6�

�C��h	��5 �@3�# �? k�� /$ C+�h	� :+%�H �+. ����

�^(F0? #	�C" >�����@ ��1�+��	 A�+�B� `c�+�	 �+$

����? K�F� %	��� p�
 �� #� �@����9 �9	 ���$ {��W "��

���^ �. �@ +�h	� >+H �	����+" �+���
 �+O�#� �.�+�%	3

���3�$ z��	 �. 3� G��? �$o8%��+" ��"�� ��	�+. 3

>(�;? /+� � �@ +@�3�+O� �#�+� �+%�&� #� �+. #�+$ :+�# .

I�Cha) *�#���3���+0� /BH Roe-TVD �+%�&� #�

��(�3:+�	 
�+" lCJ�? )d%�E�+"C�
�	9�+86) � ��

��X{(.

1. Slip Boundary Condition   
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B�C�
 D�E��%���� '������ ���
�()�*�!�� +
 "�

�. #�O��9#	(.����	�? �(��� *�# 3Roe-TVD �	 #� +( '

�) 2	��	 !E.(+�	�0. 1�� ���#�K�+��$ �+@3&�D+� C/

K�� 9��3��� �. �(F0? >H MCF���"�# �3��� 3�+� (�

&&0���&� �(� �D��"�.

B���) ���
�",
��
 
�"�
 �6&�3>�" k.�T���+" �+���
 �+O�#� .K�+_ �

S�� K���$��#�3�	9 �(`	�0�	 ��"�
)θ(�.?�? +C,

�++.	�. mY/��mXY/W��[�++)#� �++.�.�) k++��++( ��

:��j�. �.	�.m����� ��� ��.	�. �Fr0=S�� +"�.

	('�+"�
 K�+� #� �ggg �+. �	#�+��@ � '+��$ G+��? 

*�# 9	 
��8��	 ��� 3���+0� /BH HLL ��;+" �+. 3	

XY*�YW%�F� �K�� 9�+�3�+" (Causon et al, 1999).

K��) #����� (��� M3*�# Roe-TVD 	�.3��;" 	3

K�F� �	�6? � 
9	��	 ���@ �. � �.��(F0? >H MCF�!E.�

)Ij��6�)�(�)�((��� �(��+� M3�	#�+��@ � '+��$ 

	�.3���� ��� k�� �K�+��$ 'C(�+^ :+�� �&� +( 
�+" �D

:�	.*�# �� �@ #� �+)��� ���� ��� � ��(�) k��

 #	� >��$ k.�T? #���	 9	 �6. /L# �� �?���+(�	9 ��Q �@ 4

��� aC? 2��3���H [[/W�)#� 	�&� 9	 ���C. �+FCF0? #

:�	 
�" 
�9 'C�E?.I�;��0� k.�T� �? 5 A�8?#	[Y%

	a�	(:+�	 ��+"	� !.>�+" #�{	? 2	�+� +C a5#�+� #�

�;?(>��?C:�	 
�" /.

B����,��
 �-�+(�� ���
� 
>�" k.�T� �.�0� �"�
�`	�+0�	 �(�	9 �. �[�+)#� 

�" ����
 �O�#� .��C%�#�+C@ � ����@ I�-E�� �(��

++��j�. K�++��$K�F++� �	�++6? 'C++�d�@ � :��;++" 3�++@

 :++%�H �.��++� �?�;++��0�{��:++�	 ��++�	 g[/�Fr0=

�� �"�. .3���+� *�# M(�+�� a+C� :+%�H '+(	 #�Roe-

TVD 'C(�^ ���� ��� 3	�. 3�(	�9 � k�� �:��1β�2β

G.	�# 9	 >J�H �FCF0? >H �.)�(�+?)[(*�# M(�+�� �

'C(�^ K���$ 3	�. �	#���@ � '��$ 3��� K��) #� :��

�:�	 
�" 
�#�  .���D+@ P(�a� ��(��( �. #�CD. M(���

 �? 5 bT� �[�%:�	 ����( !@�$ .>�" #�X46��? �

/C��? �FCF0? � 3��� 3��"�# z��	 �. �_�D;�	 2	��	

:�	 
�".

I�#>*3��� M(��� �D(�&� Roe-TVD � �FCF0? >H �. 
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WWW/Y[WWW/Y[Y[W/YY°β

C-�"�6&� �"�
 #� 5#�� aC? 2	��	 �6��? 

B�.�0����� �-�+(�� � ,") ���
� /
�_�D+;�	 2	�+�	 � 5#�+� aC? 2	��	 �#���. 46%�T� 3	�.
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 �.	�. >�	� �. >(�;?�W�.	�. 2#�� �. � �)#� �[�+)#� 

��. .:��j�. K���$ #� ���� ��� � ��(�) k�� �.,+C?�?

 �.	�.�� ��� ��" S�� .

I�#>D3��� M(��� �D(�&�Roe-TVD � �FCF0? >H �. 

3��� M(���HLL�	#���@ � '��$ 2	��	 �F�D� 3	�.

3a$�� �_�D;�	 
&�#� J���K 

Roe-TVD 

&�#� J���K 

�'��-�
 � LM�/ 

����8N CO

 PQ��=�)F(�N)B(
3�T�� 

��y/���X/���[/�Fr1

YgW/WYgW/WYg�/Wh1(m) 

X[W/�WX[W/�WX[�/�W1°β
WWW/�gWWW/�gyW�/�X2°β

C-�,5�0� �"�
 #� 3a$�� �_�D;�	 2	��	 �6��? 

#� K��)���� (M*�# ��� 3Roe-TVD ��� �. (��� M3

�	#���@ � '��$	�.3��;" 3	�[W*XW�%�F� 
	��@ �+.

 F0? >HCF�
�#�  :+�	 
�+" .�+�� �*�# �+� �+@ #�(M

D.C#��a�(���D@ P.>�" #� g��� (>H M�+@3��+� 3�

F0?CF���? C
�" /�\8�� � :;<� 2	��	 �  #� �:F� �. 

�;? �#�&? p��(>K���$ #�'C(�^ :�� �6��?����( ��	.

B�1�/0�����) ���
� ",-�+(�� ��'��� 
 
K�� #��WWg�	#���@ � ') �.!�$#�+�	 �+6%�T� #�O�� 

? 2	��	Ca�#�&�� ��;? (F�>�" �.��� 	# Y�l%	 
��8��	 �. 

*�# 9	���3���0� /BHFMUSTA �.�{WW K�F+� 

K�� 39������$ (Jan et al, 2009).

I�#>F3��� M(��� �D(�&� Roe-TVD � �FCF0? >H �. 
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K�� K�F� �	�6? ���@ �. �+" 39�� .3��+� *�# M(�+��
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 K��) #� �FCF0? >H 'C�d�@ � �	#���@ � ') 3���Y
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I�#>+3��� M(��� �D(�&� Roe-TVD � �FCF0? >H �.

 � aC? 2	��	 !�$#��	 3	�. �	#���@ � ') 3��� M(���

�#�&�� �_�D;�	 

&�#� J���K 
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 � L> 

����8N CO 

PQ��=�)*(�N)H(
3�T�� 

XyX/�XyX/�XyX/�Fr1
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C-�*E�#�&�� aC? 2	��	 !�$#��	 
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'C(�^ :�	 ����( ��	�	 :�� .���+$�� 9	 �+"�� �%qD+� '+(	

 K�F� �	�6? ���. 	 �?�;��0� 3�@ �	�+6? !(	a�	 �. � :�

K�F� �� 3���. M(��� �. �@ �C�# �	�? .�+. �	#���@ � ')

 K�F� �	�6? !(	a�	 �+. �@��gWW 	# A�+N�� '+(	 K�F+� 

����$ :.�m.

F�D�+#�
��%&��&� �� '� ��
 � �&! &� �+
� ����> G�� � �� ��
D9 G�!�AH�IJ�) "J��

��>��E����
 ��'
�	�0. 1�� ��(�) �
�@ � ��(#K���$ #� �	# 
�C�� 3�@

�. I#�J����$ �6%�T� �@���(��9  .����@ I�-E��

K���$ 9	 ��( �(9 x�" �. ���  3�@:�	 (Reinauer and 

Hager , 1997):
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/� 3a$�� �(�	9 =º[� 
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>�" '(	 #� owτ�. k�� �)#�+� 
#	�+(� #� 
�+" �+6.


��++++. ��++++.++++T.	# 49++++(��++++� l++++(�6? ��++++" 

(Reinauer and Hager, 1997):
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# I�6%�T�(�T.	# �$ �	� ���� �
�@ � ��)�Y(�+��^ �+@3

�;���� 	#
���0� #� �[/�≤< max /θθ{[/W.�:+��

���@� #	�L 
���0� '(	 #� 1���	 '(��
#a. �$�B�  9	 �

O� 9	 ���#	� �+Lc� �#�� aC� ������ �:+�	 (Reinauer 

and Hager, 1997) ,(Beltrami et al., 2007).
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0 θ
θ

τ
j
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−
=

�  #� �\ j0:�	 �8J �;?�� >D. R.�? �n.z��	 �.

 I�6%�T�	(&&0� '���T.	#)�[(���0� #�=

�[/�/ max ≤< θθ{[/W5	�) �@(T.	# �. P(�a� �4

)�Y(���0� #� � �#	� =�/ max ≤< θθ�[/����^ aC� 

�;�����. 	# :�� ��@��(Beltrami et al., 2007) and 

Hager, 1997),�.(Reinauer 

K�� #��WW[	# �
�@ � ��(# 
�C�� K���$ �8%�$ � ���C%�

 ���0� /BH *�# 9	 
��8��	 �.HLL ����$ 39�� K�� �

(Valiani and Caleffi, 2005).
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�C�� K���\ �N�H kC&0? #� 

���0� /BH *�#Roe-TVDK�� 39���".>�" #�

������ (MK�� 39�� ���3Roe-TVD��� �. (M

��9 (@����#(3��� *�# ��
�@ � ��HLL � ���C%� 

�8%�$�d�@ �C'e�� �FCF0? G.	�# ��. 'f(	 ��� 3	9	

�� �.	�. 3��#� ��[/����Y�y�X�&� (�D:�	 
�" .η

K���$ #� ��(�) �C%�	 k�� �. 2�� 9	�� 'C%�	 k�� :;D�

 :��j�.)0max / hh=η(:�	 .K���$ #� ��(�) k��

j�.���? #� :���%�H ��� �.	�. cm[:�	 .


�(�����"�\*�# ���^ 3��� 3�@HLL �Roe-

TVD:�	 k;T�� ��(��(�. �9	 ���$ ���� �	��	 #�

 
1. Bessel Function of Zero Order  

[/Y5	�) �M(��� �. �FCF0? G.	�# � 3��� 3�@

�@���(��9 D.C#�:�	 �(�a� ��%�H #� !(	a�	 �. �$

5	�) �FJ�� ����� ��� � 3��� 3�@ �. �
�( �FCF0? >H 

�� ���C. �@���(��9  M(��� 9	 ��".

p9j:�	 �$| ��" z��	 �. �$ .�B?CI����3�

�
�@ � ��(# �@���(��9  I�6%�T��.	9	3[/YFr0>�

�(#	�=F�	� �� P�� K���$���")d%�E�"C� ��

 �
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