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  )7/6/97: ؛ پذیرش مقاله 14/12/96: دریافت مقاله(
 

 زمینه در المان بدون يها روش از) RPIM( شعاعیاي  نقطه یاب درون و) EFG( المان بدون گالرکین -چکیده
 ناحیه یک و ثابت ناحیه یک گرفتن نظر در با محاسباتی روش یک مقاله این در. باشند می محاسباتی مکانیک

 آزاد سطح مسائل بررسی جهت شعاعیاي  نقطه یاب درون -المان بدون گالرکین ترکیبی روش اساس بر متغیر
 درون فشار، سرعت توزیع، آزاد سطوح پروفیل محاسبه جهت شعاعی دریچه زیر آزاد سطح دو داراي بعدي دو

 یاب درون -المان بدون گالرکین ترکیبی روش در. است شده ارائه خروجی مجراي از خروجی آب دبی و کانال
 گالرکین روش در وزن توابع عنوان به شعاعیاي  نقطه یاب درون روش از آمده بدست شکل توابع، شعاعیاي  نقطه
 این در. گردد می شکل توابع در کرانیکر دلتاي خاصیت ایجاد باعث که گیرند می قرار استفاده مورد المان بدون
 شکل توابع و گرفته صورت راحتی به اساسی مرزي شرایط اعمال، المان بدون گالرکین روش خلاف بر روش
 نتایج و شده فرض لزج غیر و ناپذیر تراکم، عبوري سیال، مطالعه این در. باشد می کرانیکر دلتاي خاصیت داراي

 بدست نتایج که است شده مقایسه هیدرولیکی مدل آزمون از آمده بدست عملی نتایج با سازي شبیه از حاصل
 .باشد می فشار توزیع و آزاد سطح پروفیل جهت خوانی هم داراي آمده

  
شعاعی، دریچه اي  درون یاب نقطه -ي بدون المان، دو سطح آزاد، روش ترکیبی گالرکین بدون المانها روش :واژگانکلید

  . شعاعی
  
  مقدمه -1

 وزن خود جاري تأثیرکه تحت  ئیها آنالیز دو بعدي جریان
باشند از موضوعات مورد  می 1شوند که شامل سطح آزاد می

. علاقه محققان در شاخه مهندسی هیدرولیک است
پارامترهاي جریان شامل سرعت، توزیع فشار و پروفیل 

معادله لاپلاس، معادله حاکمه بر . باشد می سطح آزاد
مسائل سطح . باشد می 2مسائل سطح آزاد در حالت پایدار

باشند که بر اساس یافتن  می آزاد مسائلی ذاتاً غیر خطی
                                                
1 Free Surface 
2 Steady State 

موقعیت سطح آزاد و ارضاء شرط مرزي بر روي آن به 
  .گیرد می انجام زمان همصورت 

یک، ي عمده در هیدرودینامیک کلاسها یکی از موفقیت
در حل مسائل  3استفاده از آنالیز مختلط و تبدیل همدیس

 4در این روش ناحیه جریان. باشد می ي سطح آزادها جریان
 Fangmeier and .شود می به یک صفحه کمکی نگاشت

Strelkoff (1968)  بوسیله روابط نگاشت این مسائل را
  .مورد بررسی قرار دادند

                                                
3 Conformal Transformation 
4 Flow Domain 
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ین قبیل مسائل ي مورد استفاده در اها از دیگر روش
 ,Larock)توان به روش تحلیلی متغیرهاي مختلط  می

، (Masliah et al., 1985) ، روش تفاضل محدود (1975
هاي  روش، (Cheng et al., 1981) ي مرزيها روش المان

و ردیابی  (J I Chun-ning et al., 2005) ردیابی حجم
از . اشاره نمود (Sokoray-Varga and Józsa, 2008) ذرات

ي ذکر شده در بالا، روش تحلیلی متغیرهاي ها میان روش
ي زیاد ان در برخورد با ها مختلط به دلیل محدودیت

. گیرد می ي پیچیده به ندرت مورد استفاده قرارها هندسه
همچنین روش تفاضل محدود به دلیل نیاز ان به 

ي باسازمان جهت ساختن معادلات تفاضلی چندان ها شبکه
ي ها ت و روش المان مرزي علیرغم قابلیتمورد توجه نیس

ي ریاضی ان کمتر مورد توجه قرار ها ان، بدلیل پیچیدگی
در روش ردیابی حجمی، اطلاعات در مورد . گرفته است

سطح واسطه ذخیره شده واین سطح در هنگام نیاز 
گردد که این بازسازي به صورت سلول به  می بازسازي

این . شود می نجامسلول و بر اساس یک کمیت نشانگر ا
تواند نسبت حجم اشغالی توسط یکی از  می کمیت نشانگر

  .ها در یک سلول به حجم کل سلول باشد سیال
ي عددي، روش المان محدود داراي ها در میان روش

استفاده . باشد می ها محبوبیت بیشتري نسبت به بقیه روش
از روش المان محدود در حل مسائل سطح آزاد، ابتدا 

بررسی  براي McCorquodale and Li (1971) توسط
تعداد . جریان زیر دریچه تخت مورد استفاده قرار گرفت

اند  دیگري از محققان که در این زمینه فعالیت داشته
 .Ikegawa and Washizu (1973) ،Cheng et al شامل

(1981) ،Issacs (1977) ،Li et al. (1989) ،
Sankaranarayanan and Rao (1996) ،Vanden-Broek 

و فرزین و همکاران ) 1392(، سلمان بیگی (1997)
 ,Daneshmand et al. (1999, 2000 .باشد می) 1393(

 Daneshmand and Kazemzadeh Parsiو  (2012 ,2010

سطح آزاد را براي جریان جاري شده زیر دریچه  (2004)
شعاعی و ترکیب دامنه متغیر و دامنه ثابت را بر اساس 

. المان محدود و المان طبیعی بدست اوردند يها روش
مسائل سریز را بر اساس روشی ) 1395(همچنین جوانمرد 

، سرعت ها مزیت این روش. بدون المان شبیه سازي نمود
 و یافتن موقعیت سطح آزاد مسألههمگرائی بیشتر در حل 

  .   باشد می
هر چند که روش المان محدود در حل مسائل سطح آزاد 

باشد و در این زمینه توسعه یافته است ولی با  یم توانمند
نیاز به تولید  مسألهتوجه به تغییر ایجاد شده در دامنه حل 

باشد که معمولا توسط کاربر  می المان در هر مرحله حل
. باشد می گیرد و فرایندي زمان گیر در فرایند حل می انجام

ي بدون المان باعث حل ها در این خصوص استفاده از روش
مشکلات مربوط به تولید المان و عدم نیاز به دخالت کاربر 

  .گردد می در فرایند حل
در اکثر تحقیقات انجام شده در زمینه مسائل سطح آزاد، 

باشد که سطح  می انتخاب شده داراي یک سطح آزاد مسأله
کوچک نزدیک به اي  آزاد در این گونه مسائل در ناحیه

و در ادامه سطح  دریچه خروجی به صورت منحنی بوده
گیرد در صورتی که در مسائل  می آزاد حالت پایدار به خود

داراي دو سطح آزاد، دو سطح از سیال مجهول بوده و 
اي  سطوح مجهول ذکر شده داراي شکل منحنی در ناحیه

از . باشند می بزرگتر نسبت به مسائل داراي یک سطح آزاد
مند صرف این رو حل این گونه مسائل پیچیده تر و نیاز

  . باشد می زمان بیشتر جهت یافتن منحنی سطح آزاد
 با شبکه بدون هاي روش در حل کلی روند مقایسه براي
  . نمود راجعهم 1 شکل به توان می محدود المان روش

  

  
 بدون يها روش و محدود المان روش بین مقایسه  1شکل 

  المان
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تقریب فقط بر اساس تابع ، بدون الماني ها در روش
 تابع تشکیل براي و شود می تشکیل ھا گره ازاي  مجموعه

 محدود	اجزا روش برخلاف. نیست المان به نیازي تقریب
 المانی ساختارنیازمند  ها یاب درون تشکیل براي که
  .باشد می
  
  مواد و روش تحقیق -2
روش ترکیبی گالرکین بدون المان و درون یاب  - 1- 2

  اي شعاعی نقطه
ي معروف بدون ها از جمله روش روش گالرکین بدون المان

در این روش، توابع تقریب با استفاده از روش . المان است
تقریب کمترین . شوند می کمترین مربعات متحرك ساخته

مربعات متحرك روشی براي بدست آوردن تقریبی از یک 
 تابع مجهول با داشتن مقدار آن در تعدادي نقاط مجزا

باشد تقریب  مسألهدرون ناحیه اي  نقطه xاگر . باشد می
 )1(رابطه کمترین مربعات متحرك در آن نقطه به صورت 

 : خواهد بود
)1(       




m

i ixipxuxu
1

ˆ 
  

عنوان بردار ضرایب  به αعنوان بردار توابع پایه و  به p(x)که 
باید از تعداد توابع  nمعمولا تعداد نقاط . شود شناخته می

رابطه توان به صورت  را می) 1(رابطه . بیشتر باشد mپایه 
  :نیز بیان نمود )2(

  
)2(  

    
 



xTp

T
myxyxyxxu



  1
221

  
 )3(رابطه توان خطاي ناشی از تقریب را به صورت  لذا می

  :محاسبه نمود
)3(  

  
)که  )jw x  تابع وزن متناسب با گرهjباشد که در  ام می

اکنون با حداقل کردن مقدار . محاسبه شده است xنقطه 
. را محاسبه کرد) αبردار (توان ضرایب مجهول  خطا می

  :جهت حداقل کردن خطا لازم است که
)4(  miiJ ,...,2,10    

  :خواهد شد )5(این رابطه منجر به رابطه 
)5(    

  :که

)6(  
       ,

1




n

i ix
TpixpxiwxA  

          ,,,11 nn xpxwxpxwxB   
 Tnuuuu ,,, 21   

 ،ضرب شود Aدر معکوس ماتریس ) 5(اگر طرفین رابطه 
  :آید بدست می )7(رابطه بردار ضرایب به صورت 

)7(       uxBxAx
1

  
توان  می ،جایگذاري شود) 7(در رابطه ) 6(چنانچه رابطه 

 :معرفی نمود )9(و ) 8(روابط توابع شکل را به صورت 

)8(  
     

  miiu
n

j
xi

ux
T

xuxu

,,2,1
1

ˆ












  

)9(  
         orxBxAxTpx 1

 
        

njmi

m

i
xBxAxipxj

,,2,1,,2,1

1
1

 







  
( )j x  را تابع شکل متعلق به گرهj ام در نقطهx در . نامیم می

 xثابت نبوده و تابعی از  Bو  Aهاي  و ماتریس αاینجا 
براي محاسبه مشتق مرتبه اول و دوم بر اساس . باشند می

  :استفاده کرد) 10(توان از رابطه  می) 7(و ) 2(روابط 
)10(        uxBxAx

T
pxu )(

1
  

 p ،Aاي از  در اینصورت لازم است مشتق به صورت زنجیره
  :گرفته شود xنسبت به  Bو 

  
  
  
  

)11(  

   xxp
x

xp
,





, 
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xA 1
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1
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




 
رابطه ، مشتق مرتبه اول به صورت )10(با استفاده از رابطه 

  :باشد قابل بیان می )12(
  
  
)12(  uxBA

T
puBAxAA

T
puBA

T
xp

xu
x
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,
11

,
11
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,



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توابع وزن مورد استفاده در روش گالرکین بدون  - 1-1- 2

 المان
 مسألهو روي تمامی دامنه  ها گرهتابع وزن براي تمامی 

       2
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)(ˆ xxpuxwuuxwJ j
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j
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j
jjj

n
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گردد به طوري که تابع وزن بر روي تمامی نقاط  می تعریف
حد اکثر   xjباشد و مقدار آن در می دامنه مثبت یا صفر

یابد و  می مقدار آن کاهش xjبوده و با دور شدن از نقطه 
 از گره مورد نظر که آن را شعاع اثر تابع وزناي  در فاصله

گردد به عبارت دیگر  می ر آن برابر صفرنامند، مقدا می
است که آن گره اي  شعاع اثر تابع وزن بیان کننده ناحیه

 از جمله توابع وزن. بگذارد تأثیرتواند روي جواب  می خاص
 Gaussianو  Cubic Splineتوان به معروفترین آنها  می

  .(Most, 2007) اشاره نمود
 
دستیابی به اي شعاعی جهت  یاب نقطه	درون - 2- 2

  توابع وزن
اي با استفاده از توابع  روش درون یابی نقطه -1- 2- 2

  اساسی شعاعی
 ي بدون شبکهها از جمله روشاي  روش درون یابی نقطه

باشد که در ان براي نمایش تابع تقریب از فرم سري  می
 را در دامنه  u(x)تابع اسکالر . گردد می محدود استفاده
ي پراکنده ایجاد شده است، در ها از گرهاي  که توسط دسته

در  u(x)روش درون یابی نقطه اي، تابع . گیریم می نظر
  :زند می نقطه مورد نظر را به صورت زیر تقریب

)13(  



m

i
ii

h axBxu
1

)()(
  

تابع  u(x) ،Bi(x)تابع تقریب براي  uh(x)که در این رابطه 
 aiتعداد توابع اساسی و  mاساسی در مختصات دو بعدي، 

یابی  در روش درون. باشند ضریب مرتبط با تابع اساسی می
به ) 13(اي با استفاده از توابع اساسی شعاعی، رابطه  نقطه

  :گردد صورت زیر بازنویسی می

)14(  axRaxRxu T
n

i
ii

h )()()(
1


  

در . باشد اي تابع اساسی شعاعی می تک جمله Ri(x)که 
فاصله بین دو ( riتنها متغییر فاصله  Ri(x)تابع شعاعی 

باشد بطوریکه در مسائل دو  می) xو  xiمختصات فضائی 
  :را نوشت) 15(توان رابطه  میبعدي 

)15(       2122
ii yyxxr   

تـواند مورد  انجام تحلیل، توابع شعاعی مختلفی می براي
به تعدادي از انها اشاره  1استفاده قرار گیرد که در جدول 

شود تشکیل این توابع  همانطور که مشاهده می. شده است
نیازمند تعیین پارامترهاي مجهولی تحت عنوان 

بهترین مقدار براي این . باشد پارامترهاي شکل می
شود و نیازمند  تعیین می مسألهپارامترها بر اساس نوع 

یق از باشد که در این تحق هاي عددي می انجام ازمون
حالت 

ii ryxR ),( استفاده شده است .  
بدست ) 16(رابطه  R(x)، براي بردار )14(با توجه به رابطه 

  :آید می
)16(   )()()()( 21 xRxRxRxR n

T   
اي که در دامنه  گره nدر ) 14(می توان بوسیله ارضا رابطه 

را  aiاند، ضرایب مجهول  قرار گرفته xتکیه گاهی نقطه 
  :را نوشت) 17(توان رابطه  میدر این صورت . تعیین نمود
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1

)(

),(),(

  
  :که در آن

)18(       2122
ikikk yyxxr   

با توجه به اینکه فاصله بین دو نقطه به جهت حرکت 
  :را نوشت) 19(توان رابطه  میوابسته نیست، 

  
  از توابع شعاعی مختلفاي  نمونه  1جدول 

 نام  ریاضی توصیف  شکل پارامترهاي

q, C    Multiquadrics (MQ) 

C      2 22( , ) exp( ) expi i i iR x y Cr C x x y y          Gaussian (EXP)  

     2 2 2( , )i i i iR x y r x x y y


         Thin plate spline (TPS)  

  ( , ) logi i iR x y r r  Logarithmic RBF  
  

    qii
q

ii CyyxxCryxR 22222 )(),( 
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)19(  )()( ijji rRrR   
رابطه توان در فرم ماتریسی به صورت  را می) 17(رابطه 

  :بیان نمود )20(
)20(  aRU Qs   

 )21(رابطه به صورت  RQاي و  بردار مقادیر گره Usکه 
  :شود تعریف می

)21(  




















)()()(

)()()(
)()()(

21

22221

11211

nnnn

n

n

Q

rRrRrR

rRrRrR
rRrRrR

R







  
. ماتریسی متقارن است RQ، ماتریس )19(با توجه به رابطه 
  :آید بدست می) 22(، رابطه )20(با توجه به رابطه 

)22(  sQ URa 1  
) 23(، رابطه )14(در رابطه ) 22(از جایگذاري رابطه 

  :آید بدست می
)23(  sQ

Th URxRxu 1)()(   
  :دیگرو به عبارت 

 
 

1
1 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
k n Q

k n

x R x R x R x R x R

x x x x



   





 

 

)24(  
  :توان نوشت و یا می

)25(  a
ik

n

i
ik SxRx 




1

)()(
  

aکه 
ikS  المان(i,k) ام در ماتریسRQ

 nباشد که براي  می 1-
، ماتریسی با مقادیر xگاهی نقطه  گره موجود در دامنه تکیه

  .ثابت است
اي با  ماتریس گشتاور بدست آمده از روش درون یابی نقطه
هاي  استفاده از توابع اساسی شعاعی مشروط به محدوده

باشد که  وارون پذیر می Rخاص از ضرایب شکل تابع 
مهمترین مزیت استفاده از توابع شعاعی بجاي 

همچنین توابع شکل بدست . باشد ها می اي کثیرالجمله
  باشند ي خاصیت دلتاي کرانیکر میآمده از این روش دارا

استفاده از توابع اساسی شعاعی مشکل وارون پذیر نبودن 
کند و روشی پایدار و انعطاف  ماتریس گشتاور را حل می

. آورد اي پدید می پذیر را براي هر گونه آرایش گره
همچنین گسترش این روش براي مسائل سه بعدي با 

 (r)متغیر شعاعی  توجه به اینکه صرفا، تابع اساسی یک

  ).Liu, 2003. (تر است باشد ساده می
  
   مسألهبندي  فرمول - 3- 2

داراي دو سطح آزاد طرح شماتیکی از جریان دو بعدي 
نشان داده شده  2در شکل  شعاعیعبوري از زیر دریچه 

سیال عبوري، تراکم ناپذیر، غیر لزج و غیر چرخشی . است
  . فرض گردیده است

باشد که به صورت زیر بر  معادله حاکم، معادله لاپلاس می
  :گردد بیان می ψ(x,y)حسب تابع جریان 

)26(  0,,  yyxx   
 مسألهبیان کننده شرایط مرزي  2همچنین شکل 

به ترتیب بیان  S7و  S2 ، سطوح2با توجه به شکل . باشد می
به ترتیب بیان  S4و  S1 کننده مجراي پایین و بالا، سطوح

باشد که داراي فاصله  کننده جریان ورودي و خروجی می
مناسب از دریچه بوده به صورتی که خطوط جریان بر این 

بیان کننده سطح دریچه  S6 سطح. باشند سطوح عمود می
بیان کننده سطوح جریان  S5و  S3سطوح . باشد شعاعی می

در .  اشدب مجهول می مسألهآزاد بوده که موقعیت آنها در 
جزء  (HE)این تحقیق، ارتفاع آب پشت دریچه شعاعی 

 مسألهجزء مجهولات  (Q)معلومات و شدت جریان 
به همراه موقعیت سطوح  مسألهباشد که در روند حل  می

را  مسألهدر مجموع شرایط مرزي . گردد آزاد محاسبه می
  :بیان نمود )27(رابطه توان به صورت  می
  
  
  
)27(  

32 SandSon  0  
765, SandSSon  Q  
53 SandSon   yBgn  2,  
41 SandSon  0, n  
توان یافتن موقعیت سطوح آزاد  را می مسألههدف از حل 

پایینی و بالائی، شدت جریان خروجی، میدان سرعت و 
نحوه توزیع فشار بر اساس روش ترکیبی گالرکین بدون 

  . اي شعاعی بیان نمود درون یاب نقطه - المان
  
  ح آزادواصلاح سط - 4- 2

ن یک فرایند آ، حل مسألهبا توجه به ماهیت غیر خطی 
به این صورت که در ابتدا یک حدس و در  باشد تکراري می

گردد تا همگرائی  ح آزاد اصلاح میوهر مرحله موقعیت سط
  .به جواب حاصل شود
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  داراي دو سطح آزاد زیر دریچه شعاعینماي هندسی و شرایط مرزي جریان   2شکل

  
در ابتدا یکی از سطوح آزاد به صورت ثابت در نظر گرفته 

هاي مربوط به  جهت گره Dirichletشود و شرط مرزي  می
در این مرحله، جهت سطح . گردد این سطح آزاد اعمال می

اعمال  Neumannآزاد دیگر شرط مرزي فشار ثابت یا 
هاي موجود بر روي این سطح آزاد  گردد و موقعیت گره می

گردد و این روند تا رسیدن به همگرائی ادامه  اصلاح می
در فرایند حل، اصلاح دبی با استفاده از رابطه . یابد می

1k kQ   که شود  انجام میk  تابع جریان محاسبه شده
 .باشد ام میkدر مرحله گره ابتدائی سطح آزاد مورد نظر در 

در ادامه فرایند حل، نحوه اعمال شرایط مرزي به سطوح ازاد 
هاي  گردد و سطح ازادي که موقعیت گره جریان معکوس می

ان اصلاح شده است به صورت ثابت در نظر گرفته شده و 
شود و  هاي موجود بر سطح آزاد دیگر اصلاح می موقعیت گره

این فرایند تا رسیدن به دقت مورد نظر در خصوص شدت 
  .  یابد جریان محاسبه شده بر روي سطوح آزاد ادامه می

  

  مسألهالگوریتم حل  - 5- 2
در این مقاله با فرض مشخص بودن ارتفاع آب پشت سد و 

، مقدار دبی، موقعیت شعاعیمیزان باز شدگی دریچه 
. گردد می ح آزاد سیال و توزیع فشار در کانال محاسبهوسط

  :زیر بیان نمودتوان به صورت  می الگوریتم حل را
به دو ناحیه  مسأله، ناحیه حل 3با توجه به شکل ) الف

در ناحیه ثابت، کلیه . شود می ثابت و ناحیه متغیر تقسیم
داراي موقعیت ثابت بوده و  مسألهدر فرایند حل  ها گره

ولی در ناحیه متغیر، با توجه به موقعیت باشند  می فعال

  . وندش هاي فعال انتخاب می سطوح آزاد، گره
حدس اولیه جهت شکل سطوح آزاد پایین و بالا ) ب

عنوان  در اینجا از منحنی سهمی به. شوند انتخاب می
  .حدس اولیه جهت سطوح آزاد استفاده شده است

هاي فعال در ناحیه  با توجه به موقعیت سطوح آزاد، گره) ج
  .شوند متغیر انتخاب می

ین جهت شود بنابر ا سطح آزاد پایین ثابت فرض می) د
و  Dirichletهاي قرار گرفته بر روي آن، شرط مرزي  گره

هاي قرار گرفته بر سطح آزاد بالائی شرط مرزي  جهت گره
Neumann شود اعمال می.  

با توجه به اعمال شرایط مرزي، مسأله بر اساس روش ) ه
اي شعاعی  درون یاب نقطه - ترکیبی گالرکین بدون المان

ها با توجه به  هت کلیه گرهج ()حل شده و تابع جریان 
1kدر ادامه . شود موقعیت سطوح آزاد محاسبه می

upperQ   با
محاسبه شده جهت اولین گره قرار گرفته بر  توجه به 

سطح آزاد بالا محاسبه شده و موقعیت سطح آزاد بالا 
فرایند حل تا رسیدن مقدار حداکثر معیار . گردد اصلاح می

. یابد همگرائی به دقت تعریف شده جهت حل ادامه می
هاي قرار گرفته بر روي سطح  معیار همگرائی جهت گره

1آزاد بالا به صورت  1k k k
iQ Q  شود تعریف می   .  

 Dirichletسطح آزاد بالا ثابت فرض شده و شرط مرزي ) ز
هاي قرار گرفته بر سطح آزاد بالا و شرط مرزي  به گره

Neumann هاي قرار گرفته بر روي سطح ازاد پایین  به گره
  . گردد اعمال می
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  هاي فعال و غیر فعال در ناحیه ثابت و متغیر گره  3شکل 

  
با توجه به اعمال شرایط مرزي، مسأله بر اساس روش ) ح

اي شعاعی  درون یاب نقطه - ترکیبی گالرکین بدون المان
ها با توجه به  جهت کلیه گره ()حل شده و تابع جریان 

1kدر ادامه . شود یموقعیت سطوح ازاد محاسبه م
lowerQ  با

محاسبه شده جهت اولین گره قرار گرفته بر  توجه به 
سطح آزاد بالا محاسبه شده و موقعیت سطح آزاد بالا با 

فرایند حل تا . گردد اصلاح می) 28(استفاده از رابطه 
رسیدن مقدار حداکثر معیار همگرائی به دقت تعریف شده 

هاي  معیار همگرائی جهت گره. یابد جهت حل ادامه می
زاد پایین به صورت آسطح  قرار گرفته بر روي

1 1k k k
iQ Q  شود تعریف می   .  

معیار خطا که جهت  يمراحل د الی ح تا زمان ارضا) ط
رابطه زاد به صورت آهاي قرار گرفته بر روي سطوح  گره

  . یابد ادامه می ،گردد تعریف می )28(
)28(  s

r
i

r
i Niforyy ,,11     

rنآکه در 
iy  1وr

iy موقعیت گرهi  قرار گرفته بر سطوح
هاي قرار گرفته بر  تعداد گره r-1 ،Nsو  rازاد در مراحل 

مقدار خطاي مجاز یا دقت تعریف شده  روي سطح آزاد و 
  .باشد ها می جهت موقعیت گره

  

  نتایج و بحث -3
 -المانترکیبی گالرکین بدون بررسی توانائی روش  براي

اي شعاعی، ابتدا جهت بررسی تأثیر پارامتر  درون یاب نقطه
شکل و اثر تعداد همسایگی انتخاب شده جهت نقاط 

در  .گوسی، حل صفحه سوراخ دار مورد توجه قرار گرفت
و مثال متفاوت از مسائل سطح آزاد مورد بررسی دادامه 

 هاي انتخاب شده بصورتی است که نتایج مثال. قرار گرفت
با نتایج عملی مورد مقایسه  سازي شبیهدي حاصل از عد

  . قرار گیرد
  
  )صفحه سوراخ دار( 1مثال  - 1- 3

اي به پارامتر  با توجه به وابستگی روش درون یاب نقطه
، حل مسأله صفحه )(شکل مورد استفاده در آن 

دار جهت بدست اوردن مقدار بهینه پارامتر شکل  سوراخ
بدین منظور صفحه فولادي به ابعاد . مورد توجه قرار گرفت

40cm × 40cm × 2mm 4شعاع سوراخ . انتخاب گردیدcm 
صفحه فوق تحت اعمال تنش نرمال در امتداد . باشد می

با توجه به وجود دو . قرار گرفت =150MPaافق برابر با 
یک  سازي شبیهصفحه سوراخ دار، جهت  محور تقارن در

  ). 4شکل (چهارم مسأله در نظر گرفته شده است 
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  سازي یک چهارم انتخاب شده جهت شبیه  4شکل 

  
اي جهت انتگرال  نقطه 7در فرآیند حل مسأله از گوس 

تابع شعاعی انتخاب شده در روش  .گیري استفاده شد
) اي شعاعی گالرکین با درون یاب نقطه , )i iR x y r 

هاي بدست آمده  جهت بررسی حساسیت جواب. باشد می
در تابع شعاعی انتخاب شده ) (به پارامتر شکل 

  ,i iR x y r و  5/1، 0/1، 75/0، 5/0، مقادیر مختلف
انتخاب گردید همچنین شعاع دامنه حامی به  جهت  2

همسایگی  4صورتی انتخاب شد که هر نقطه گوسی داراي 
هاي قرار گرفته  جهت گره سازي شبیهنتایج حاصل از . باشد

با توجه به نتایج . آمده است 5در شکل  y=0بر روي خط 
گیري کرد که بهترین نتیجه  توان نتیجه ارائه شده می

گره  4جهت تعداد همسایگی برابر با  =75/0جهت 
  .بدست آمده است

بررسی اثر تعداد همسایگی، شعاع دامنه  برايدر ادامه 
حامی به صورتی انتخاب گردید که هر نقطه گوسی داراي 

جهت  سازي شبیهنتایج حاصل از . همسایگی باشد 15
آمده  6در شکل  y=0هاي قرار گرفته بر روي خط  گره

توان نتیجه گیري کرد  نتایج ارائه شده میبا توجه به . است
زمان  که با افزایش تعداد همسایگی جهت نقاط گوسی، هم

ها به پارامتر  با افزایش دقت حل مسأله حساسیت جواب
  .یابد شکل کاهش می

  
  )3سد کارون ( 2مثال  - 2- 3

بر روي رودخانه کارون در استان خوزستان  3سد کارون 
آمده  2ن در جدول احداث شده است که مشخصات ا

و  7مشخصات هندسی و فنی این سد در شکل . است
  . ذکر شده است 3جدول 

بر اساس روش ترکیبی گالرکین  3در  ادامه سد کارون 
گردید  سازي شبیهاي شعاعی  درون یاب نقطه - بدون المان

، دو ناحیه ثابت و ناحیه متغیردر 3که با توجه به شکل 
  . نظر گرفته شد

  

  
براي تعداد همسایگی برابر  براي مقادیر مختلف  y=0هاي قرار گرفته بر روي خط  نمودار جابجائی در راستاي افقی جهت گره  5شکل 

  گره 4با 
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  گره 15براي تعداد همسایگی برابر با   y=0هاي قرار گرفته بر روي خط  نمودار جابجائی در راستاي افقی جهت گره  6شکل 

  
  )2مثال ( 3مشخصات سد کارون   2جدول 

 m3  2،970،000،000  آب ذخیره ظرفیت m    5/29 پایه پهناي m 205 )رودخانه بستر از( ارتفاع
  km2  48 سطح مساحت m3/sec  15،000 سرریز ظرفیت m462  طول

 
 )2مثال( 3مشخصات فنی سد کارون   3جدول 

R1 = 680/1  m R2 = 2،000 m R3 = 800/0  m Rg = 480/0  m 
L1 = 640/0  m L2 = 977/0  m Lt = 8084/1  m HE = 480/3  m 
1 = 25 2 = 5/38  3 = 0/18  a = 16 

D1 = 640/0  m D2 = 320/0  m b = 4  

  

  
  )2مثال ( 3مشخصات هندسی سد کارون   7شکل 
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هاي بکار رفته  با توجه به ثابت بودن تعداد و موقعیت گره
، انجام سازي شبیهدر ناحیه ثابت در طی مراحل مختلف 

یکبار محاسبه ماتریس سختی جهت این ناحیه کافی است 
و لزومی به محاسبه ماتریس سختی جهت ناحیه ثابت در 

در خصوص ناحیه متغیر،  .مراحل مختلف حل نمی باشد
هاي فعال در  لازم است که با توجه به تعداد و موقعیت گره

 براي .هر مرحله از حل، ماتریس سختی محاسبه گردد
 -بر اساس روش ترکیبی گالرکین بدون المان سازي شبیه

گره و  591اي شعاعی، در مرحله اول،  درون یاب نقطه
ل همگرائی حل در این مثا. المان در نظر گرفته شد 952

زیر مرحله جهت هر یک  15الی  6مرحله کلی و  3پس از 
,0.005از سطوح آزاد براي  1.20, 1.5L U     

بدست آمد و میزان دبی خروجی برابر با 
30.508 .EFG RPIMQ m s m  در حالی که . محاسبه شد

میزان دبی خروجی حاصل از آزمون عملی برابر با 
30.485 .experimentalQ m s m  و میزان دبی خروجی حاصل

بر اساس روش المان محدود برابر با  سازي شبیهاز 
30.475 .FEMQ m s m دانشمند و همکاران، (باشد  می
بر اساس روش  سازي شبیهنتایج حاصل از ).  2000

اي شعاعی  درون یاب نقطه - ترکیبی گالرکین بدون المان
ی خوبی با نتایج عملی و نتایج حاصل از داراي همخوان

دانشمند و (بر اساس روش المان محدود  سازي شبیه
نشان دهنده پروفیل  8شکل . دارد) 2000همکاران، 

 -سطوح آزاد حاصل از روش ترکیبی گالرکین بدون المان

  .باشد اي شعاعی و روش المان محدود می درون یاب نقطه
شبکه بر میزان دبی  در ادامه جهت بررسی تاثیر ابعاد

خروجی، حل مسأله با تعداد متفاوت گره و المان انجام شد 
با توجه به نتایج . ذکر شده است 4که نتایج ان در جدول 
هاي مورد  ، افزایش تعداد گره4ذکر شده در جدول 

 ها استفاده در شبیه سازي منجر به همگرایی جواب
  .  شود می گردد و جواب دقیقتري حاصل می
  
  )سد شهریار( 3مثال  - 3- 3

در مثال دوم، جریان دو بعدي عبور کرده از یک کانال و 
باشد مورد  می زیر دریچه شعاعی که داراي دو سطح ازاد

بیان کننده مشخصات سد  5جدول . گیرد می بررسی قرار
سد شهریار را به صورت  9باشد و شکل  می شهریار

رامترهاي در بر گیرنده پا 6جدول . دهد می شماتیک نشان
سد شهریار بر روي رودخانه . باشد می 9ارائه شده در شکل 

قزل اوزن قرار داشته که نزدیک به شهر میانه است 
(Shiraz University, 2007).  

بررسی جریان سیال در هنگام عبور از زیر دریچه  براي
ساخته شد و  1:15شعاعی، مدل سد شهریار با مقیاس 

ده در این قسمت بر اساس و نتایج عملی ذکر ش ها داده
مدل ساخته شده در دانشکده مهندسی مکانیک دانشگاه 

 10باشد که نماي کلی این مجموعه در شکل  می شیراز
  .(Shiraz University, 2007)آمده است 

  

  
  )3کارون-2مثال(پروفیل سطوح آزاد   8شکل 
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  )2مثال  -3سد کارون (ي متفاوت ها جهت دبی خروجی بر اساس شبکه بندي نتایج بدست امده  4جدول 
  (m3/m.s)دبی خروجی   )مرحله اول(تعداد المان   )مرحله اول(تعداد گره   ردیف

1  219  245  5438/0  
2  226  253  5301/0  
3  257  305  5229/0  
4  300  364  5222/0  
5  335  425  5134/0  
6  433  604  5152/0  
7  567  856  5090/0  
8  591  952  5084/0  
9  708  1125  5082/0  
10  990  1656  5081/0  

  
  

  )SIواحد (مشخصات سد شهریار  5جدول 
 مقدار پارامتر   مقدار  پارامتر
  1035 آب نرمال سطح    135 )رودخانه ازبستر( ارتفاع

  1041  آب سطح حداکثر   MCM 700 نهائی ظرفیت
  
  

  
  )3مثال (شهریار نماي شماتیک سد   9شکل 

  
  )3مثال (مشخصات فنی سد شهریار 6جدول 

g  f  e  d  c  b  a  Parameter  
4/2  m 5/1  m  55/0 m 71/0   m 44/0   m 08/0  m 15/1  m Value  
  θ  Rg  R2  R1  i  h  Parameter  

163 10 347/0  m 33/1  m 1 m 167/0  m 5/2  m Value  
  

  



  جوانمردسیدعبدالصمد   ...بررسی مسائل داراي دو سطح آزاد بر اساس روش گالرکین بدون 
 

28 

  
  (Shiraz University, 2007) 1:15مدل ساخته شده از سد شهریار با مقیاس   10 شکل

  
فشار، در نقاط مختلف دیواره مدل از گیري  اندازه براي

مانومتر استفاده شده است که موقعیت مانومترها در شکل 
موقعیت افقی و عمودي این . شود می مشاهده 11

شدت گیري  اندازهجهت . آمده است 6مانومترها در جدول 
meterflowvelocityareaجریان خروجی از    با

IIAVFMGreylineمشخصه   استفاده شده است .
ارتفاع در  30%میزان باز شدگی دریچه شعاعی برابر با 

هت ج. باشد می زمان بازشدگی کامل دریچه شعاعی
 -بر اساس روش ترکیبی گالرکین بدون المان سازي شبیه

گره در مرحله اول حل در  632شعاعی اي  درون یاب نقطه
نظر گرفته شد و سطوح ازاد جریان با فرض 

0.005, 1.20, 1.5L U     بدست امد .  
30.427میزان دبی خروجی برابر با  .EFG RPIMQ m s m  

ی حاصل از آزمون عملی بدست آمد که میزان دبی خروج
30.399برابر با  .experimentalQ m s m باشد می (Shiraz 

University, 2007) . در ادامه فشار در نقاط مختلف دیواره

و  سازي شبیهمدل محاسبه گردید که نتایج حاصل از 
نتایج . آمده است 7مقایسه آن با نتایج عملی در جدول 

دهد که درصد خطاي  می ارائه شده در این جدول نشان
و نتایج عملی کمتر  سازي شبیهموجود بین نتایج حاصل از 

 سازي شبیهباشد و در مجموع نتایج حاصل از  می 5.5%از 
درون یاب  -بر اساس روش ترکیبی گالرکین بدون المان

  .شعاعی داراي همخوانی خوبی با نتایج عملی استاي  نقطه
حاسبه شده و بیان کننده سطوح آزاد م 12همچنین شکل 

بترتیب بیان کننده کانتور تابع جریان  14و  13ي ها شکل
  .باشند می و سرعت

در ادامه جهت بررسی تاثیر ابعاد شبکه بر میزان دبی 
با تعداد متفاوت گره و المان انجام شد  مسألهخروجی، حل 

با توجه به نتایج . ذکر شده است 8که نتایج ان در جدول 
ي مورد ها زایش تعداد گره، اف8ذکر شده در جدول 

 ها استفاده در شبیه سازي منجر به همگرایی جواب
  .  شود می گردد و جواب دقیقتري حاصل می

  

  
  )3 مثال( شهریار سد مدل دیواره در شده نصب يها سنج فشار موقعیت  11 شکل
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  و نتایج عملی سازي شبیهمقایسه بین نتایج حاصل از  7جدول 
Mano. No. x (m) y (m) p (mH2O) 

Model test 
P (mH2O)  

EFG-RPIM 
Error 
(%) 

Ψ (m3/sec) 
EFG-RPIM 

v (m/sec) 
EFG-RPIM 

1 4481/1 2643/0  2033/2 1504/2 4/2 1986/0  7916/0  
2 4400/1 5250/0  9060/2 8208/1 47/4 4202/0  9990/0  
3 2080/1 4332/0  0033/2 9448/1 92/2 4185/0  0723/1  
4 7870/0 0364/0  3660/2 3205/2 92/1 0016/0  1695/1  
5 7875/0 2107/0  2080/2 1825/2 15/1 2039/0  1589/1  
6 4875/0 1752/0  2147/2 2428/2 27/1 2006/0  2426/1  
7 4875/0 3401/0  0593/2 0411/2 88/0 4010/0  2169/1  
8 1675/0 0697/0  2513/2 2084/2 90/1 1354/0  8699/1  
9 1675/0 1397/0  1620/2 1987/2 69/1 2477/0  5815/1  
10 1675/0 2093/0  1373/2 1931/2 61/2 3319/0  2021/1  
11 2146/0 0250/0  3420/2 2864/2 37/2 0419/0  6877/1  
12 2159/0 1430/0  2293/2 2101/2 86/0 2243/0  4243/1  
13 2146/0 2620/0  1013/2 1642/2 99/2 3648/0  0883/1  
14 1675/0 0360/0  2973/2 2131/2 66/3 0713/0  9643/1  
15 1675/0 1058/0  1880/2 3080/2 48/5 1959/0  7274/1  
16 1675/0 1750/0  1473/2 1843/2 72/1 2928/0  3740/1  
17 1211/0 1390/0  2173/2 1507/2 00/3 2850/0  7980/1  
18 1211/0 2570/0  1893/2 1510/2 75/1 3963/0  7482/0  
19 1125/0 2768/0  1740/2 1235/2 32/2 4102/0  5555/0  

  

  
  )3 مثال - سد شهریار( EFG-RPIMزاد محاسبه شده بر اساس روش آسطوح   12شکل 

  

  گیري نتیجه -4
در تحقیق حاضر روشی جدید بر پایه روش ترکیبی 

اي  و درون یاب نقطه (EFG)گالرکین بدون المان 
جهت بررسی مسائل دو بعدي داراي دو   (RPIM)شعاعی

شوند ارائه شده  می سطح آزاد که بر اثر وزن خود جاري
درون یاب  -در روش ترکیبی گالرکین بدون المان. است
شعاعی، توابع شکل بدست امده از روش درون اي  نقطه

الرکین توابع وزن در روش گ عنوان بهشعاعی اي  یاب نقطه
گیرند که باعث ایجاد  می بدون المان مورد استفاده قرار

گردد و اعمال  می خاصیت دلتاي کرانیکر در توابع شکل
در حالت عادي توابع شکل . کند می شرایط مرزي را ساده

حاصل از روش گالرکین بدون المان داراي خاصیت دلتاي 
کرانیکر نمی باشند که جهت اعمال شرایط مرزي اساسی، 

  . باشد می ي خاصها نیاز به استفاده از روش
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  )3مثال -سد شهریار( EFG-RPIMکانتور شدت جریان محاسبه شده بر اساس روش  13شکل 

  

  
  )3مثال - سد شهریار( EFG-RPIMکانتور سرعت محاسبه شده بر اساس روش  14شکل 

 
  )3مثال  -سد شهریار(ي متفاوت ها دبی خروجی بر اساس شبکه بندي جهت نتایج بدست امده 8جدول 

  (m3/m.s)دبی خروجی   )مرحله اول(تعداد المان   )مرحله اول(تعداد گره   ردیف
1  175  228  4025/0  
2  181  237  4561/0  
3  192  253  4210/0  
4  209  280  4450/0  
5  232  317  4250/0  
6  326  483  4257/0  
7  442  697  4265/0  
8  568  933  4274/0  
9  632  1153  4271/0  
10  767  1305  4269/0  
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همچنین در این روش بر خلاف روش المان محدود، 
از المان نبوده و از شبکه اي  نیازمند تشکیل شبکه
شود که در مراحل  می استفادهاي  دلخواهی از نقاط گره

موقعیت سطوح ازاد، نقاط گرهی مختلف حل با توجه به 
همچنین افزایش تعداد همسایگی . گردد می مورد نظر فعال

انتخاب شده جهت نقاط گوسی باعث افزایش دقت حل 
و کاهش حساسیت نتایج بدست آمده به پارامت  مسأله
  .گردد می شکل

مقایسه نتایج بیان کننده همخوانی خوبی بین نتایج حاصل 
وش ترکیبی گالرکین بدون بر اساس ر سازي شبیهاز 

باشد  می شعاعی با نتایج عملیاي  درون یاب نقطه- المان
 دو دهد روش فوق توانائی مدل کردن مسائل می که نشان

  .باشد می آزاد را دارا سطح دو داراي بعدي
  

  فهرست علایم -5
  HE  ارتفاع آب پشت دریچه شعاعی

 m  تعداد توابع پایه

 n  تعداد نقاط

  Ns  قرار گرفته بر روي سطح آزاد تعداد گره هاي

 p(x)  بردار توابع پایه

  Q  شدت جریان

 Ri(x)  تک جمله اي تابع اساسی شعاعی

قرار گرفته بـر سـطوح ازاد در    iموقعیت گره 
  r-1حله مر

1r
iy  

قرار گرفته بـر سـطوح ازاد در    iموقعیت گره 
  rحله مر

r
iy  

 α ضرایببردار 

x ام در نقطه jتابع شکل متعلق به گره  xj 

  حلدامنه 

 ψ(x,y) تابع جریان

  پارامتر شکل در تابع شعاعی

مقدار خطاي مجاز یا دقت تعریف شده جهت 
 ها موقعیت گره

 
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