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 روابط براي بیان. استسیال  جریان سازي شبیهبراي  عددي قدرتمندروش شبکه بولتزمن یک روش  - چکیده
 معادله ناویر از استفاده اول رویکرد. دارد وجود اصلی رویکرد دو متخلخل محیط در زیرزمینی آب جریان بر حاکم

 زیرزمینی آب جریان براي پژوهش این در. باشد می جریان برايانتشار  معادله از استفاده دوم رویکرد واستوکس 
- محیط متخلخل، معادله انتقالن معادله حاکم بر انتقال آلودگی در یهمچن. استشده  استفاده دوم از رویکرد

براي در این پژوهش به وسیله روش شبکه بولتزمن معادلات جریان و انتقال آلودگی  زمان همحل  .باشد می پخش
براي مقایسه با روش شبکه  محدود صریح و کرنک نیکلسوناز روش تفاضل همچنین  .اولین بار صورت پذیرفت

معادله آب  زمان همبولتزمن قادر به حل  که روش شبکه دادنتایج این پژوهش نشان . استفاده شدبولتزمن 
اما  ،باشد میکرنک نیکلسون برابر به طوریکه دقت آن با روش  است،زیرزمینی و انتقال آلودگی با دقت بالایی 

در ضمن در مقایسه با روش تفاضل محدود صریح، . نیکلسون است سرعت اجراي آن بسیار بیشتر از روش کرنک
در این رابطه  .باشد می بزرگتري روش شبکه بولتزمن در حل معادلات فوق داراي محدوده پایداري و سازگاري

  .دشو پیشنهاد می D1Q2براي روش شبکه بولتزمن  7عدد پکلت شبکه کوچکتر از 
  

  .، آب زیرزمینیپخش-معادله انتشار، معادله انتقالنک نیکلسون، کر روش شبکه بولتزمن،روش : کلید واژگان
  

  مقدمه -1
  در شبیهیک روش جدید  LBM( 1(روش شبکه بولتزمن 

مختلف سیال ي ها ناجریمعادلات حاکم بر سازي و حل 
گسترش پیدا کرده،  1988این روش که از سال . باشد می

روش  .ن قرار گرفته استامورد توجه بسیاري از محقق
شبکه بولتزمن مسائل را در مقیاس مزوسکوپیک بررسی 

که بین مقیاس ماکروسکوپیک و میکروسکوپیک  کند می
ولکول و در مقیاس مزوسکوپیک به جاي یک م. قرار دارد

مورد ها  اي از مولکول مجموعهرفتار یا یک ذره منفرد، 
که باعث کاهش حجم محاسبات گیرد  بررسی قرار می

                                                             
1 Lattice Boltzmann Method 

به طور کلی روابط حاکم بر . )Mohamad, 2011( گردد می
متخلخل با دو رویکرد قابل   جریان آب زیرزمینی در محیط

در رویکرد اول از معادلات ناویر  .باشند میاستخراج 
سازي جریان در محیط متخلخل  مدل براي 2استوکس
 Chen and Doolen, 1998; Grucelski) گردد میاستفاده 

and Pozorski, 2012; Guo and Zhao, 2002; Anwar 
and Sukop, 2009a; Gao et al., 2014; Guo and Zhao, 

2005; Rong et al., 2010).  در رویکرد دوم با کمک رابطه
دارسی و رابطه بقاي جرم، معادله حاکم بر جریان آب 

 باشد می 3معادله انتشار شبیهآید که  می زیرزمینی بدست
(Budinski et al., 2015; Zhou, 2007b; Zhou, 2007a; 
                                                             
2 Navier-Stokes 
3 Diffusion 
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Anwar and Sukop, 2009b) .هاي  کنون بیشتر پژوهشتا
با در رابطه  روش شبکه بولتزمن وسیله به انجام گرفته
معادله ناویر  استفاده از با رویکرد ،زیرزمینیجریان آب 

و با رویکرد دوم  استوکس در اعداد ماخ پایین بوده است
  .است شدههاي کمی انجام  پژوهش

هایی انجام  پژوهشنیز  1پخش- جابجاییمعادله  مورددر 
پخش را براي - جابجاییعادله م Zhou (2009( .گرفته است

مسئله انتقال مواد محلول با روش شبکه بولتزمن حل 
توزیع تعادل  او در این پژوهش با انتخاب تابع. نمود

)푓(2  مستطیلی را به  بندي شبکهمناسب توانست الگوي
 بندي شبکهالگوي . جاي الگوي مربعی به کار ببرد

ي در یک جهت نسبت فرایندمستطیلی براي مسائلی که 
 الگوي مربعی تر از مناسببه جهت دیگر غالب است، 

تابع توزیع تعادل معرفی شده در این پژوهش را  .باشد می
مدل معرفی  .توان براي الگوي مربعی نیز استفاده نمود می

 مورد ارزیابی قرار گرفت و باچند مسئله مختلف شده در 
حل تحلیلی مقایسه شد که نشان از دقت مناسب این مدل 

با  شبکه بولتزمن یک مدلاز   Bin et al. (2005).داشت
با  پخش-جابجاییبراي حل معادله  3آسایش یگانهزمان 

در این پژوهش ترم منبع  .وجود ترم منبع استفاده نمودند
به معادله اصلی شبکه بولتزمن اضافه شد و در تابع توزیع 
تعادل تغییري ایجاد نشد، نتایج این پژوهش بیانگر دقت 

  .باشد بالاي این مدل در مقایسه با حل تحلیلی می
Li et al. (2013)  پخش را در مختصات -جابجاییمعادله

بررسی  MRT(4(اي و با زمان آسایش چندگانه  نهااستو
اي تبدیل به  این معادله در مختصات استوانه .نمودند
ترم  چندپخش در مختصات کارتزین و -جابجاییمعادله 

 5هاي اضافی مانند ترم منبع شود که با این ترم اضافی می
 .شوند شده و به معادله شبکه بولتزمن اضافه میبرخورد 
 D2Q5 بندي شبکهالگوي در این پژوهش از  همچنین

   .استفاده گردید
)Li and Huang (2008  هاي  آب معادله زمان همحل

براي  .بررسی کردندرا پخش -جابجاییو معادله سطحی 
معادله آب سطحی از زمان آسایش چندگانه و براي معادله 
                                                             
1 Advection-Dispersion equation 
2 Equilibrium Distribution Function 
3 Single Relaxation Time 
4 Multiple Relaxation Time 
5 Source Term 

 .استفاده گردید 6پخش از زمان آسایش دوگانه-جابجایی
نشان داد که روش شبکه بولتزمن قادر  این پژوهشنتایج 

پخش در توپوگرافی - جابجاییبه حل معادلات جریان و 
  .ستبرخوردار ا دقت مناسبیو از  باشد پیچیده می

Liu et al. (2013) هاي سطحی  ه انتقال نمک در آبمسئ
 3براي ارزیابی روش شبکه بولتزمن  .را بررسی کردند

ها نشان داد که روش  نتایج آنمسئله مختلف حل گردید و 
 در شبکه بولتزمن قادر به تخمین دقیق مقدار نمک

و نواحی داراي تغییرات زیاد غلظت  عمق کمهاي  آب
  .باشد می

)Liu et al. (2014 را در محیط  مسئله انتقال حرارت
در این پژوهش براي جریان از . متخلخل بررسی نمودند

معادله ناویر استوکس و براي انتقال حرارت از معادله 
پخش استفاده شد و براي هر دو معادله از زمان -جابجایی

همچنین مشاهده شد که در . آسایش چندگانه استفاده شد
مقایسه با حل تحلیلی، استفاده از زمان آسایش چندگانه 

. دهد دقت بیشري نسبت به زمان آسایش یگانه نشان می
)Seta et al. (2006  انتقال حرارت در  زمان هممسئله

محیط متخلخل را بررسی نمودند و کارایی و قابلیت روش 
در این . ارزیابی نمودند با وجود تخلخل شبکه بولتزمن را

پژوهش اثر محیط متخلخل با اضافه کردن تخلخل به تابع 
هاي  توزیع تعادل در نظر گرفته شد و از مقدار تخلخل

اي پیشین نشان مقایسه با کاره. گوناگون استفاده گردید
اعداد  دهد که مدل معرفی شده در این پژوهش در می

  .دهد دارسی گوناگون نتایج مناسبی ارائه می
آب    بتدا معادلهافزارهاي مهندسی ا از نرم رخیدر ب

گردد و سپس با ذخیره کردن  می زیرزمینی تحلیل
پخش حل -جابجاییاطلاعات مربوط به سرعت، معادله 

یادي د و حافظه زگرد ا طولانی میشود که زمان اجر می
این  زمان هماست که حل  لازم بنابراین ؛گردد اشغال می

 زمان همحل در رابطه با تاکنون  .معادلات بررسی شود
معادله آب زیرزمینی و انتقال آلودگی به روش شبکه 
بولتزمن در حالی که از معادله انتشار براي آب زیرزمینی 

 همچنین. استفاده شده باشد، پژوهشی انجام نگرفته است
روش  سرعت و دقت در زمینه مقایسهارزیابی محدودي 

                                                             
6 Two Relaxation Time 
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ي عددي مانند روش تفاضل ها روششبکه بولتزمن با 
در این مقاله دقت و سرعت  .است پذیرفتهمحدود صورت 

-جابجاییمعادلات انتشار و  روش شبکه بولتزمن در حل
هاي تفاضل محدود صریح و کرنک  پخش با روش

همچنین یکی از مشکلات . گردد مقایسه می 1نیکلسون
باشد و تاکنون  هاي عددي مسئله سازگاري نتایج می روش

هاي کمی  هشسازگاري روش شبکه بولتزمن پژودر مورد 
 D1Q2براي الگوي در این مقاله  صورت پذیرفته است که

دو الگوي  در پایان. دشو معرفی می محدوده سازگاريیک 
D1Q2  وD1Q3 ولتزمن با یکدیگر مقایسه روش شبکه ب در

   .شوند می
  

  تئوري -2
آمدن اختلاف ارتفاع در   آب زیرزمینی با پدید  در جریان

نقاط گوناگون محیط، جریان آب از نقاط با انرژي بیشتر 
معادله حاکم . کند میبه سمت نقاط با انرژي کمتر حرکت 

بر جریان آب زیرزمینی در آبخوان محصور با کمک رابطه 
بدست  )1(دارسی و رابطه بقاي جرم، به صورت رابطه 

  .)Wang and Anderson, 1982(آید  می
)1(  

2

2

h T h
t S x

 


 
 

ضریب ذخیره آب در محیط  Sضریب انتقال و   Tکه
معرف  xزمان و  tهد آب،  hهمچنین . باشد میمتخلخل 

 توسطدارسی سرعت جریان  بر اساس قانون. طول است
  .(Zheng and Bennett, 2002) گردد محاسبه می )2(رابطه 

)2(  dhV K
dl

   

هدایت ضریب  Kگرادیان هیدرولیکی و   که در آن
  .هیدرولیکی است

با حرکت آب در  زمان هم ،زیرزمینی  هاي آب اندر جری
و در  همنتقل شدآب جریان  وسیله بهخاك، آلودگی نیز 
حاکم بر انتقال آلودگی  رابطه .یابد میمحیط خاك انتشار 

این . باشد می پخش-جابجاییدر محیط متخلخل، معادله 
 شود نشان داده می )3(معادله به صورت رابطه 

  .)Perko and Patel, 2014 ؛1392مشهدگرمه و همکاران (
)3(  ( )C uC CD F

t x x x
           

 

                                                             
1 Crank-Nicolson 

  D،سرعت جریان uآلودگی،  غلظت بیانگر C رابطهدر این 
آلودگی در محیط متخلخل هیدرودینامیکی  پخشضریب 

 در پخشضریب . باشد یا نشت آلودگی میترم منبع  Fو 
 و استمحیط متخلخل نسبت به طول و زمان متغیر 

 Zheng and) بیان کرد )4(توان آنرا به صورت رابطه  می

Bennett, 2002) .  
)4(  *. LD u D  
 پخشضریب ∗퐷		 وطولی  ضریب پخش 훼 اینجا رد

  .استکوچکی  بسیار معمولا عدداست که  مؤثرمولکولی 
 2BGKبا تقریب  با وجود ترم منبع و معادله شبکه بولتزمن

 ,Mohamad and Kuzmin) باشد می )5(به صورت رابطه 

2012).  
  ( , ) ( , )

1 ( , ) ( , )

i i i

eq
i i i

f x c t t t f x t

f x t f x t w t F


     

     
 )5(  

 اي از ذرات تابع توزیع است که ویژگی مجموعه f که در آن
نشان دهنده جهت حرکت  fiدر  iاندیس  ،کند میرا بیان 

 τتابع توزیع در حالت تعادل،  푓 ذره مورد نظر است،
 x∆گام زمانی،  t∆ضریب وزن ذرات،  w، 3زمان آسایش

بدست  )6(از رابطه  و باشد میسرعت ذرات  c و گام مکانی
  .آید می

)6(  xc
t





 
 صورت مرحله دو در بولتزمن شبکه معادله حل روند
  .5و مرحله جاري شدن 4، مرحله برخوردگیرد می
 برخورد یکدیگر با )ذرات (توابع توزیع ،برخورد مرحلهدر 

  .)7رابطه ( کند ها تغییر می کرده و مقدار آن
)7(  1( , ) ( , ) [ ( , ) ( , )]eq

i i i if x t t f x t f x t f x t


       
 جدید توزیع توابع )8(مطابق رابطه  ،شدن جاري مرحلهدر 

  .شوند مجاور منتقل مینقطه به  نقطهاز هر 
)8(  ( , ) ( , )i i if x c t t t f x t t        

توان  انتخاب تابع توزیع تعادل و زمان آسایش مناسب میبا 
معادله بولتزمن را متناظر با معادلات حاکم بر مسئله در 

ع بتا )معادله انتشار( آب زیرزمینی معادلهبراي  .نظر گرفت
 آید بدست می )9(توزیع تعادل به صورت رابطه 

                                                             
2 Bhatnagar, Gross and Krook 
3 Relaxation Time 
4 Collision 
5 Streaming 
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)Mohamad, 2011(.  
)9(  eq

i if w h  
نیز  )پخش- جابجاییمعادله ( انتقال آلودگی معادلهبراي 

  دشو معرفی می )10(تابع توزیع تعادل به صورت رابطه 
)Perko and Patel, 2014(.  

)10(  2[1 ]eq i
i i

s

ucf w C
c

   

الگوي مقدار آن به نوع  است وسرعت صوت  푐 در اینجا
و  D1Q2براي الگوهاي  .باشد میوابسته  بندي شبکه

D1Q3 12(و  )11(بق روابط سرعت صوت به ترتیب مطا( 
  .)Mohamad et al., 2015( باشد می

)11(  sc c  
)12(  

3s
cc   

زمان آسایش بیانگر نرخ حرکت مجموعه به سمت وضعیت 
آنرا براي هر معادله با استفاده  توان میکه  باشد میتعادل 

بدین  .بدست آورد 1انسکاگ- مقیاسی چاپمن  از بسط چند
دهی به مکان و زمان و همچنین بسط  منظور با مقیاس
، معادله شبکه بولتزمن به معادله مورد  fدادن تابع توزیع 

مقدار زمان  فرایندو در انتهاي این  شود مینظر تبدیل 
در  لزجتمانند (حاکم  آسایش بر اساس پارامترهاي معادله

-جابجاییدر معادله  پخشریب ض و معادله ناویراستوکس
سایش براي معادله آب آمقدار زمان  .آید بدست می) پخش

 آید دست میب )13( هرابطبر اساس زیرزمینی 
)Mohamad, 2011(.  

)13(  2

1 1
2s

T
S t c

   


 

ضریب  Sضریب انتقال و  Tلازم به یادآوري است که 
 پخش-جابجاییزمان آسایش براي معادله . باشد ذخیره می

 Perko and) گردد میمحاسبه  )14( هبر اساس رابطنیز 

Patel, 2014).  
)14(  2

1
2s

D
t c

  


 

براي مسائل یک  بندي شبکهي الگوترین  ترین و رایج ساده
که داراي دو تابع توزیع در  باشد می D1Q2 الگويبعدي 

هاي رایج الگونیز از  D1Q3 الگويهمچنین . دو جهت است
که در آن یک تابع توزیع با سرعت صفر به مرکز  است

                                                             
1 Chapman-Enskog expansion 

نشان داده  1در شکل  الگواین دو . شود میشبکه اضافه 
  .)Graille, 2014( اند شده

  

 
   D1Q3و  D1Q2 بندي شبکه يهاالگو  1شکل 

)Mohamad, 2011(  
  

 )15( وابطبه صورت ر الگوضرایب وزن براي این دو 
  :)Mohamad, 2011( باشد می

)15(  1

2

1
21 2
1
2

w
D Q

w

 

 


     

0
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2
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6
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w

D Q w

w

 

 





 

در  )آب هدمانند ( معادله حاکم در هاي مورد نیاز کمیت
از مجموع توابع توزیع در آن  توان میمحیط را  هر نقطه

  .بدست آورد )16(نقطه مطابق رابطه 
)16(  ih f  

 کرنکروش تفاضل محدود در دو حالت صریح و از 
 .استفاده شد نیکلسون براي مقایسه با روش شبکه بولتزمن

 آلودگی باسازي معادلات آب زیرزمینی و انتقال  سستهگ
و  )17( به ترتیب مطابق روابط 2تفاضل مرکزي الگوي

  .باشد می )18(
1 1 1 1

1 1 1 1
2 2

2 2
(1 )

( ) ( )

n n n n n n n n
i i i i i i i ih h h h h h h hT

t S x x
 

   
        

       
)17(  
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1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1

[( )( )] [( )( )]
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2 Central 
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به صورت  برابر صفر شود، معادلات ωاگر در این روابط 
 این معادلات ،شود 1برابر  ωد، اگر نآی صریح درمی کاملاً
 ،باشد 5/0 برابر ω اگر مقدارو  شوند میغیر صریح  کاملا

به ذکر است  لازم. گردد حاصل میروش کرنک نیکلسون 
روش تفاضل محدود صریح، مقدار گام زمانی  درکه 

. شودحفظ  ی کوچکتر باشد تا پایداريبایستی از حد معین
پخش -جابجایی معادله انتشار و معادلهاین محدوده براي 
 Zheng) آید میبدست  )20(و  )19(به ترتیب از روابط 

and Bennett, 2002).  
)19(  2 .

2
x St
T


   

)20(  2( )
2

xt
D u x


 
 

 

نسبت به  جابجایی فراینداهمیت نسبی  Pe(1(عدد پکلت 
 ,Charbeneau Randall) )21رابطه ( کند میپخش را بیان 

پخش هر چه مقدار عدد پکلت -جابجاییدر معادله . (2000
پخش برتري پیدا نسبت به  جابجایی فرایندبزرگتر باشد، 

  .ندک می
)21(  u LPe

D


  

L  است محیط طولدر اینجا.  
در  3و نیومن 2نحوه اعمال شرایط مرزي از نوع دیریکله

توضیح داده  D1Q2معادله انتقال آلودگی براي الگوي 
، )x=0(به طور مثال اگر در نقطه ابتدایی محیط . شود می

شرط مرزي دیریکله برقرار باشد، مطابق اصل بقاي جرم 
  .آیدبدست می  )22(رابطه 

)22(  
1 1 2 2 0eq eqf f f f     

 23پخش مطابق روابط - جابجاییتوابع توزیع براي معادله 
  .باشند می

)23(  
1 1 2

2 2 2

[1 ]

[1 ]

eq

s

eq

s

ucf w C
c
ucf w C
c

   

   


 

 )24(رابطه ، )22(در رابطه  )23(با جایگذاري روابط 
 :آید بدست می

)24(  
1 2 1 2( ) 0w w C f f      

                                                             
1 Peclet Number 
2 Dirichlet 
3 Neumann 

از مرحله جاري  푓در نقطه ابتدایی محیط، تابع توزیع 
 푓آید و مقداري معلوم دارد، ولی مقدار  بدست می 4شدن

بدست  )25(در این مرز مجهول است و مطابق رابطه 
  .آید می

)25(  
1 1 2 2( )f w w C f     

شرط مرزي نیومن ) mنقطه (اگر در مرز انتهایی محیط 
 )26(برقرار باشد، با کمک روش تفاضل محدود رابطه 

  .آید بدست می
)26(  ( ) ( 1)0 0 ( ) ( 1)C C m C m C m C m

x x
  

     
 

 
  .دآی بدست می )27(رابطه  ،)16( معادله با کمک

)27(  1 2

1 2

( ) ( ) ( )
( 1) ( 1) ( 1)

C m f m f m
C m f m f m

 
     

 

  .حاصل می شود) 28(رابطه  ،)27(و ) 26(روابط ترکیب از 
)28(  

1 2 1 2( ) ( ) ( 1) ( 1)f m f m f m f m      
بدست  )29(وزیع رابطه در نهایت براي هر یک از توابع ت

  .آید می

)29(  1 1

2 2

( ) ( 1)
( ) ( 1)

f m f m
f m f m

 
  

 

شبکه بولتزمن و هاي عددي  براي بررسی دقت روش
 5خطا مربعات میانگین جذر تفاضل محدود، از روش آماري

بدست  RMSEدر این معیار هرچه مقدار . استفاده شد
به معناي دقت بیشتر  ،کمتر باشد )30(آمده از رابطه 

  .روش عددي مورد نظر است

)30(  
2( )i ir x

RMSE
n


   
 xمقدار بدست آمده توسط روش عددي،  rدر این رابطه، 

هاي  تعداد داده nمقدار بدست آمده توسط حل تحلیلی و 
  ). 1386 ،نصرتی و همکاران(باشد  مورد نظر می

  

  نتایج -3
مسئله متفاوت مورد حل و بررسی قرار  4در این مقاله 

مسئله  4هندسه و شرایط مرزي هر یک از این . دنگیر می
در دو مسئله اول از حل . شود میدر ادامه توضیح داده 

 4و  3اما براي دو مسئله  ،تحلیلی نیز استفاده شده است
  . حل تحلیلی وجود ندارد

                                                             
4 Streaming 
5 RMSE 
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   1مسئله  -3-1
در این مسئله معادله آب زیرزمینی به تنهایی مورد بررسی 

در یک آبخوان محصور ابتدا هد آب در تمام . گیرد قرار می
در انتهاي . است متر 30نقاط محیط یکسان و برابر 

شود و به  آبخوان، هد آب به صورت ناگهانی دچار افت می
به تدریج و با گذشت ). 2شکل (رسد  متر می 10مقدار 

کند  زمان، هد آب در سایر نقاط محیط نیز کاهش پیدا می
و اختلاف هد به وجود آمده در این آبخوان باعث حرکت 

هد کمتر  آب از نقاط با هد بیشتر به سمت نقاط با
شرایط مرزي و اولیه براي این مسئله در رابطه . شود می

  . بیان شده است )31(

)31(  
( ,0) 30 m
(0, ) 30 m 0
( , ) 10 m 0

H x
H t t
H L t t


  
  

 

ضریب متر،  10متر، عرض آن  100طول این آبخوان برابر 
ضریب ذخیره  متر بر دقیقه و 002/0 هدایت هیدرولیکی

در این مسئله روش شبکه . در نظر گرفته شد 006/0
تفاضل  و روش D1Q3و  D1Q2بولتزمن با دو الگوي 

لسون با حل تحلیلی مقایسه کمحدود صریح و کرنک نی
 Zhou (2007a)حل تحلیلی این مسئله در . شوند می

  .معرفی شده است
  

  
  انتهاي آبخوانهد آب در ابتدا و   2 شکل

  
نشان  5تا  3هاي  نتایج بدست آمده از این مسئله در شکل

) ∆t(در این مسئله، ابتدا مقادیر گام زمانی . داده شده است
متر انتخاب  2دقیقه و  5/0به ترتیب ) x∆(و گام مکانی 

هاي مناسبی داشتند و نتایج  ها جواب شدند که همه روش
مقایسه مقادیر . نشان داده شده است 3ها در شکل  آن

RMSE شبکه بولتزمن با   نیز بیانگر دقت مناسب روش
به منظور بررسی . باشد هاي تفاضل محدود می روش

دقیقه  2شد و مقدار آن پایداري، گام زمانی افزایش داده 
 4گونه که از شکل  با افزایش گام زمانی، همان. انتخاب شد

 ،پیداست روش تفاضل محدود صریح دچار ناپایداري شد
و  D1Q2هاي شبکه بولتزمن با هر دو الگوي  اما روش

D1Q3 مانند و منطبق بر حل تحلیلی  همچنان پایدار می
  ). 5 شکل(باشند  می

دهد که روش شبکه بولتزمن  ان مینتایج بدست آمده نش
روش تفاضل محدود صریح و  هدقتی مناسب و نزدیک ب

همچنین از نظر پایداري مشاهده . کرنک نیکلسون دارد
شد که روش شبکه بولتزمن محدوده پایداري بیشتري 

  . نسبت به روش تفاضل محدود صریح دارد
این موضوع بیانگر برتري روش شبکه بولتزمن بر روش 

تا  3هاي  شکل. محدود صریح از نظر پایداري است تفاضل
 100تغییرات هد آب نسبت به طول محیط در در زمان  5

  .دهند دقیقه پس از افت ناگهانی را نشان می
  

  
  تغییرات هد آب نسبت به طول محیط   3 شکل

  

  
 يبرا طیمح طول به نسبت آب هد راتییتغ نمودار  4 شکل

 حیصر محدود تفاضل روش
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  طیمح طول به نسبت آب هد راتییتغ نمودار  5 شکل

  
شود روش شبکه  می مشاهده 5که در شکل  طور همان

  .بولتزمن با هر دو الگو پایدار باقی مانده است
  
  2مسئله  -3-2

پخش مورد بررسی قرار -جابجاییدر این مسئله، معادله 
سرعت جریان در طول محیط متخلخل ثابت و . گیرد می

در تحلیل مسئله . متر بر دقیقه انتخاب شد 05/0برابر 
انتقال آلودگی، از دو ضریب پخش متفاوت استفاده گردید 

دو ضریب . مدل در نظر گرفته شد 3، 1و مطابق جدول 
ر دو ه 1پخش طوري انتخاب گردید که در مدل شماره 

 2و پخش سهیم باشند و در مدل شماره  جابجایی فرایند
 3مدل شماره . نسبت به پخش غالب باشد جابجایی فرایند

با این تفاوت که گام زمانی  ،است 1نیز همان مدل شماره 
علت انتخاب گام زمانی . بزرگتر در نظر گرفته شده است

ل هاي شبکه بولتزمن و تفاض بزرگتر، مقایسه پایداري روش
  . باشد محدود صریح می

نشان داده شده است، آلودگی با  6که در شکل  طور همان
شرایط . شود میلی گرم بر لیتر وارد محیط می 100غلظت 

شده  ارایه 32مرزي و اولیه براي این مسئله در رابطه 
  .است

)32(  
( ,0) 0
(0, ) 100 / 0

0 0,

C x
C t mg lit t

C t x L
x


 


 
   


 

در حل این مسئله روش شبکه بولتزمن با دو الگوي 

D1Q2  وD1Q3تفاضل محدود صریح و کرنک  ، روش
 Charbeneau)لسون با حل تحلیلی معرفی شده در کنی

Randall, 2000) گیرند مورد مقایسه قرار می.  
  

 شده ارائه يها مدل مشخصات  1 جدول
  ضریب پخش   

D (퐦ퟐ 퐦퐢퐧⁄ ) 
  گام مکانی
∆풙 (m) 

  گام زمانی
∆t (min) 

  عدد 
  پکلت

  100  1  1  05/0  1مدل 
  10000  1  1  0005/0  2مدل 
  100  11  1 05/0  3مدل 

  

 
  ورود آلودگی به آبخوان  6 شکل

  
 9تا  7هاي  مدل معرفی شده به ترتیب در شکل 3نتایج 

تغییرات غلظت آلودگی نسبت به . نشان داده شده است
. نشان داده شده است 7در شکل  1زمان براي مدل شماره 

و پخش سهیم  جابجایی فراینددر این مدل هر دو 
هاي عددي  شود حل که مشاهده می طور همانباشند و  می

شبکه بولتزمن و تفاضل محدود صریح و کرنک نیکلسون 
 RMSEمقایسه مقادیر . باشند بر حل تحلیلی منطبق می

دهد که روش شبکه بولتزمن از دقت مناسبی  نیز نشان می
  .باشد برخوردار می

نسبت به پخش  ییجابجا فرایندکه  2براي مدل شماره 
باشد، نمودار تغییرات غلظت نسبت به زمان در  غالب می

  .نشان داده شده است 8شکل 
گردد که حل حاصل از روش کرنک نیکلسون  مشاهده می

باشند و از  بر یکدیگر منطبق می D1Q2و شبکه بولتزمن 
نیز مشخص است که این دو روش داراي   RMSEمقادیر

مربوط به روش  1بیشترین نوسان. باشند دقت یکسان می
  . باشد تفاضل محدود صریح می

                                                             
1 Oscillation 
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تغییرات غلظت آلودگی نسبت به زمان در نقطه   7شکل 

x=50 m  
  

  
تغییرات غلظت آلودگی نسبت به زمان در نقطه   8 شکل

x=50 m  
  

همچنین بیشترین انطباق با حل دقیق مربوط به روش 
است، اگرچه این روش داراي  D1Q3شبکه بولتزمن 

  .باشد نوساناتی در ابتداي نمودار خود می
. دقیقه انتخاب شد 11مقدار گام زمانی  3در مدل شماره 

در این حالت روش تفاضل محدود صریح دچار ناپایداري 
روش شبکه . شد و نمودار این روش از شکل حذف گردید

پایدار مانده است  D1Q3و  D1Q2بولتزمن با هر دو الگوي 
و نمودار این روش در مقایسه با حل تحلیلی و روش کرنک 

  .نشان داده شده است 9در شکل  نیکلسون
شبکه بولتزمن در   شود، روش که مشاهده می طور همان

در حالیکه  ،باشد گام زمانی مورد نظر همچنان پایدار می
البته الگوي . استروش تفاضل محدود صریح ناپایدار شده 

D1Q2  داراي پایداري بهتري نسبت به الگويD1Q3 
  .باشد می

-جابجاییدهد که در معادله  سازي نشان می نتایج مدل
و پخش سهیم  جابجایی فرایندپخش هنگامی که هر دو 

روش شبکه بولتزمن و روش تفاضل محدود بر حل  ،باشند
 جابجایی فراینداما هنگامی که  ؛باشند تحلیلی منطبق می

روش شبکه بولتزمن با الگوي  ،نسبت به پخش غالب باشد
D1Q3 ها، داراي انطباق بیشتري با  نسبت به سایر روش

و داراي نوسانات کمتري نیز  است آن حل تحلیلی
همچنین از نظر پایداري مشاهده شد که روش . باشد می

شبکه بولتزمن محدوده پایداري بزرگتري نسبت به روش 
  .تفاضل محدود صریح دارد

مشاهده شد که روش شبکه بولتزمن  1شماره   در مسئله
در . نتایج نسبتا مشابهی دارد D1Q3و  D1Q2ا الگوي ب

 جابجایی فرایندپخش در حالتی که -جابجاییحل معادله 
انطباق  D1Q3اگرچه الگوي  ،نسبت به پخش غالب است
اما داراي نوسانات غیر عادي  ،بیشتري با حل تحلیلی دارد

باشد و همچنین از لحاظ  در ابتداي نمودار خود می
شود که این الگو نسبت به  می دیده 9 پایداري در شکل

بنابراین در . داراي پایداري کمتري است D1Q2الگوي 
که در ادامه بررسی خواهند شد، فقط از  4و  3مسائل 
  . شود استفاده می D1Q2الگوي 

  

  
تغییرات غلظت آلودگی نسبت به زمان در نقطه   9 شکل

x=50 m  
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  3مسئله  -3-3
دو معادله آب زیرزمینی و  زمان همدر این مسئله حل 

شرایط مرزي . دنگیر انتقال آلودگی مورد بررسی قرار می
معادله آب زیرزمینی و انتقال آلودگی به ترتیب مطابق 

  .باشد می 2و  1شرایط مرزي معرفی شده در مسئله 
در این مسئله مقادیر گام زمانی و مکانی به ترتیب برابر 

 10هاي  تایج در شکلن. ندمتر انتخاب شد 2دقیقه و  5/0
مربوط  11و  10هاي شماره  شکل. ارائه شده است 13تا 

مربوط به انتقال  13و  12هاي  به آب زیرزمینی و شکل
تغییرات هد آب در طول محیط  10شکل  .هستندآلودگی 

نیز  11در شکل . دهد دقیقه نشان می 500را در زمان 
 تغییرات هد آب نسبت به زمان در یک نقطه مشخص

)x=50 m (شود مشاهده می .  
  

 
  تغییرات هد آب نسبت به طول محیط   10شکل 

  

 
  x=50mتغییرات هد آب نسبت به زمان در نقطه   11 شکل

تغییرات غلظت آلودگی در طول محیط در  12در شکل 
نیز  13شکل  .دقیقه نشان داده شده است 8000زمان 

  x=10mبیانگر تغییرات غلظت در طی زمان براي نقطه 
  .باشد می

  

 
  تغییرات غلظت آلودگی نسبت به طول محیط   12شکل 

  

 
تغییرات غلظت آلودگی نسبت به زمان در نقطه   13 شکل

x=10m  
  

هاي  بیانگر نتایج نزدیک و مشابه روش 13تا  10هاي  شکل
، تفاضل محدود صریح و کرنک D1Q2شبکه بولتزمن 

محاسبات براي در این مسئله، زمان انجام  .نیکلسون است
هاي تفاضل محدود و شبکه بولتزمن بدست آمده و  روش

انجام   هاي زمان. نشان داده شده است 2در جدول 
با استفاده از  2013لب  مت افزار محاسبات توسط نرم

 core i7-2670QM CPU @ 2.20اي با مشخصات  پردازنده

GHZ شود که در حل این  مشاهده می. اند بدست آمده
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برابر  1000عت روش شبکه بولتزمن حدود مسئله، سر
برابر روش  3بیشتر از روش پایدار کرنک نیکلسون و حدود 

 .باشد تفاضل محدود صریح می
معادلات آب زیرزمینی و انتقال آلودگی  زمان همنتایج حل 

نشان داد که با حفظ دقت، سرعت روش شبکه بولتزمن 
هاي تفاضل محدود صریح و کرنک  بسیار بالاتر از روش

  .نیکلسون است
  
  4مسئله  -3-4

معادلات آب زیرزمینی  زمان همدر این مسئله مجددا حل 
اما در معادله انتقال  ،پذیرد و انتقال آلودگی انجام می

در  14آلودگی ترم منبع وجود دارد و مطابق شکل 
در این . در نظر گرفته شده استسیستم نشت آلودگی 

مسئله شرط مرزي معادله آب زیرزمینی مطابق شرایط 
است و شرط مرزي معادله انتقال آلودگی  1مرزي مسئله 

  . بیان شده است )33(در رابطه 

)33(  

( ,0) 0
(0, ) 0 0

0 0,

0.005 mg / lit.min

C x
C t t

C t x L
x

F


  


   


 

متر  20در محاسبات ) α(مقدار ضریب پخش طولی 
فرض شد، بنابراین مقدار ضریب پخش آلودگی بر حسب 

  .آید بدست می )34(سرعت جریان مطابق رابطه 
)34(  20LD u u   

  
  )3مسئله ( ي عدديها زمان انجام محاسبات روش  2 جدول

  )ثانیه(محاسبات زمان   روش
  19/3 تفاضل محدود صریح

  26/1379  کرنک نیکلسون
 D1Q2 13/1شبکه بولتزمن 

  

 
  نشت آلودگی به آبخوان  14 شکل

اي انتخاب شدند  در این مسئله گام زمانی و مکانی به گونه
مقادیر گام زمانی و گام . ها پایدار بمانند که همه روش

. متر در نظر گرفته شد 4دقیقه و  2مکانی به ترتیب 
نمودارهاي آب زیرزمینی این مسئله مشابه مسئله شماره 

نمودارهاي مربوط به انتقال آلودگی در . باشد می 3
 15در شکل . شوند مشاهده می 16و  15هاي  شکل

 20000ییرات غلظت نسبت به طول محیط در زمان تغ
تغییرات غلظت نسبت به زمان در  16دقیقه و در شکل 

  .اند نشان داده شده x=10 mنقطه 
هر سه روش عددي نتایجی  16و  15هاي  با توجه به شکل

بنابراین روش شبکه . مناسب و مطبق بر هم ارائه دادند
  . بولتزمن توانایی مناسبی در برخورد با ترم منبع آلودگی دارد

  

 
  تغییرات غلظت آلودگی نسبت به طول محیط   15 شکل

  
  

 
  

تغییرات غلظت آلودگی نسبت به زمان در نقطه   16 شکل
x=10m  
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هاي  در این مسئله نیز زمان انجام محاسبات براي روش
تفاضل محدود و شبکه بولتزمن بدست آمد که در جدول 

سرعت روش شبکه بولتزمن . نشان داده شده است 3
برابر روش  2برابر روش کرنک نیکلسون و  900حدود 

  .تفاضل محدود صریح می باشد
مشاهده  3پخش در مدل شماره -جابجاییدر حل معادله 

ري نسبت به شد که روش شبکه بولتزمن سازگاري بهت
روش شبکه  سازگاريبراي . روش تفاضل محدود دارد

معرفی نشده است، در حالی  اي محدوده تاکنون بولتزمن
عدد پکلت ، ش تفاضل محدودرو که براي حفظ سازگاري

 ,Zheng and Bennett( باشد 2بایستی کمتر از  1شبکه

بدست  )35(رابطه  مطابق ،عدد پکلت شبکه. )2002
  . آید می

)35(  .G u xPe
D


  

به منظور ارائه محدوده مناسبی که روش شبکه بولتزمن 
D1Q2  سازگاري مناسبی داشته باشد، تعداد زیادي

ها مقادیر  که در این آزمایش انجام شدآزمایش عددي 
مختلفی براي عدد پکلت شبکه بدست آمد و باتوجه به 

مشخص شد که اگر عدد پکلت شبکه کوچکتر از  17شکل 
اسازگاري ناشی از نوسان باشد، حل عددي دچار ن 7

در این شکل محور افقی عدد پکلت شبکه و . نخواهد شد
. باشد مقدار نسبی نوسان از حل تحلیلی میمحور قائم 

   .آید بدست می )36(مقدار نسبی نوسان از رابطه 
 1/0تا  01/0جریان از   ها مقادیر سرعت در این آزمایش

 5/0تا  0005/0متر بر دقیقه، ضریب پخش آلودگی از 
 متر متغیر بود 8تا  05/0مکانی از   مترمربع بر دقیقه و گام

سرعت، ضریب پخش  ي مختلفی بر اساس مقادیرها و مدل
  .آلودگی و گام مکانی ایجاد شد

  

)36(  Oscillation=
مقدار	بزرگترین	نوسان حل	تحلیلی

 حل	تحلیلی
  

و با در نظر گرفتن اینکه در روش  17با توجه به شکل 
باشد،  2تفاضل محدود عدد پکلت شبکه بایستی کمتر از 

توان گفت که روش شبکه بولتزمن در رابطه با  می
  .استسازگاري روش بهتري 

                                                             
1 Grid Peclet Number 

 )4مسئله ( ها زمان انجام محاسبات هر یک از روش  3 جدول
  )ثانیه(زمان محاسبات   روش

  01/1  صریحتفاضل محدود 
  33/437  کرنک نیکلسون

  D1Q2 50/0شبکه بولتزمن 
  

 
نمودار نوسان روش عددي بر حسب عدد پکلت   17 شکل

  شبکه 
  
  گیري نتیجه -4

در این پژوهش ابتدا معادله آب زیرزمینی مورد بررسی 
 ،بدست آمده RMSEبا توجه به مقادیر  قرار گرفت و

 مشاهده شد که روش شبکه بولتزمن داراي دقت مناسبی
نیز  از نظر پایداري .باشد میدر حل معادله آب زیرزمینی 

روش تفاضل محدود  ،با افزایش گام زمانی مشاهده شد که
روش شبکه  در حالی که ،صریح زودتر دچار ناپایداري شد

نتایج داراي  D1Q3و  D1Q2بولتزمن با هر دو الگوي 
معادله حل  .دارد پایداري بیشتريو  است مناسبی
نتایج نشان داد در  و ررسی شدبپخش نیز -جابجایی

باشند، و پخش سهیم  جابجایی فرایندکه هر دو  حالتی
ي شبکه بولتزمن و تفاضل محدود صریح و کرنک ها روش

 باشند و یکسانی می نسبتاً RMSEداراي مقادیر  نیکلسون
نسبت  جابجایی فرایندکه  حالتیدر  .دقت مشابهی دارند
مشاهده  RMSEنیز با توجه به مقادیر  به پخش غالب است

 محدودتفاضل   روشنسبت به بولتزمن روش شبکه شد که 
و داراي نوسانات  رددا بیشتري و دقت سازگاريصریح 
  . استکمتري 
معادلات آب زیرزمینی و انتقال  زمان همحل بعلاوه، 
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و نتایج  بررسی شدروش شبکه بولتزمن کمک به  آلودگی
داد که روش شبکه بولتزمن به خوبی قادر به حل  نشان

که  همچنین مشاهده شد. باشد معادلات فوق می زمان هم
 3 تقریباً روش شبکه بولتزمنسرعت حل با حفظ دقت، 

کرنک برابر روش  1000تفاضل محدود صریح و   بر روشبرا
  .باشد نیکلسون می

 D1Q2در رابطه با سازگاري نیز براي روش شبکه بولتزمن 
محدوده مناسبی بدست آمد و مشاهده شد که در اعداد 

سازگاري روش شبکه بولتزمن  7پکلت شبکه کوچکتر از 
  . مناسبی دارد

  
  فهرست علایم -5

 mg/lit(  C(غلظت آلودگی 
 m/min( c(سرعت ذرات 

 mg/lit( C0(غلظت آلودگی ورودي 
m/min ( 푐(صوت سرعت   

m(ضریب پخش مولکولی مؤثر  /min(  퐷∗ 
m( ضریب پخش آلودگی /min(    D 

푓  تابع توزیع تعادل  
 f  تابع توزیع

 mg/lit.min( F( نشت آلودگی
 m(  h(هد آب 

 m/min( K(هدایت هیدرولیکی 
 m(  L(طول محیط 

 pe  عدد پکلت
 S  ضریب ذخیره
m(ضریب انتقال  /min(  T 
 m/min( u(سرعت جریان 

 w  ضریب وزن ذرات
m(  훼(ضریب پخش طولی   

 min(  ∆t(گام زمانی 
 ∆m(  x(گام مکانی 

 τ  زمان آسایش

  
  منابع -6

). 1392. (و مظاهري، م. م. سامانی، ج ، ولی.مشهدگرمه، ن
زمانی حل تحلیلی معادله انتقال آلودگی به ازاي الگوي "

، مجله "اي توسط روش تابع گرین دلخواه منابع آلاینده نقطه

  .25-13 .ص.ص ،4، شماره 8هیدرولیک، دوره 

). 1386. (و شهبازي، ا. ، مرادي، ا.ر. ، زهتابیان، غ.نصرتی، ك
هاي  تصادفی براي تولید داده سازي شبیهارزیابی روش "
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